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1 La funzione esponenziale

Per comprendere questa nota il lettore deve conoscere le proprieta elementari
dei numeri complessi, delle serie di potenze e delle funzioni di una variabile
reale ed il concetto di omomorfismo di gruppi.

Definizione 1. La funzione esponenziale exp : C — C ¢ definita mediante
oz - 1 n
exp(z) = e = ZOEZ .

Si tratta dunque di una funzione analitica e, applicando il criterio del rap-
porto, si controlla facilmente che ¢ effettivamente definita su tutto C. Inoltre
la sua restrizione a R e la familiare funzione esponenziale che si studia nei
primi corsi di analisi matematica, in particolare ¢ un isomorfismo tra il grup-
po additivo R ed il gruppo moltiplicativo R* dei numeri reali strettamente
positivi.

Inoltre essa gode delle seguenti proprieta:

Proposizione 1. Per ogni z,w € C,z,y € R

2. eFTW = e%eW,
3. |e*TW] = e®

4. ¥ e St ={ze€C tali che |z| = 1}.



Dimostrazione. 1. Ovvio.

2. Si usa la formula del binomio di Newton.

zZ W - 1 n - 1 m — 1 1 n—
ee Z(HZ_OE )(mzzoﬁw )—nzzop_zoﬁzp(n_p)!w P =
5L

n=0

3. Usando 1 e 2, si ottiene (e¥)? = e2* = *TWHo—W = ertWertiy,

4. Segue da 3 e dal fatto che e = 1.
]

In particolare abbiamo scoperto che la funzione ¢ : R — S* data da
é(y) = €% & un omomorfismo di gruppi; ¢ nostra intenzione provare che ¢
suriettivo e scoprire com’e fatto il suo nucleo.

A questo scopo definiamo due funzioni

c:R— R
s:R— R
mediante
> 1
cly) =D (=)' ™"
o (2n)!
. . n 1 2n+1
s(y) =D (—1) s
n=0

Si tratta di due serie di potenze, ma non ¢ immediato il calcolo del loro raggio
di convergenza: preoccupiamocene.

Consideriamo la funzione analitica ¢ : R — R definita da ¥(t) =
Zfzo(—l)"mw. 11 criterio del rapporto ci dice che questa serie di potenze
ha raggio di convergenza infinito: componendo

y— (1,9°) = (1. v (%) — yo(y?)

si trova precisamente s(y) per cui s ha raggio di convergenza infinito. In modo
leggermente piu facile si vede che anche la funzione ¢ ¢ ovunque definita su

R.



Proposizione 2. Le funzioni appena definite godono delle sequenti proprieta:
1. Per ogniy € R % = c(y) +is(y); in particolare c(y)? + s(y)? = 1.
2. ¢(0) =1, s(0) = 0.

5. Perogniy € R s'(y) =c(y), d(y) =—s(y).
Dimostrazione. Ovvia. O

Essendo in particolare ¢ una funzione continua, il teorema della perma-
nenza del segno, insieme con 2, ci assicura che esiste y, > 0 tale che c e
strettamente positiva sull’intervallo chiuso [0, yo]. Poniamo

U = {t € R" tali che c(y) > 0Vy € [0,]}.

Abbiamo appena visto che U non e vuoto, inoltre ogni numero positivo mi-
nore di un elemento di U vi appartiene a sua volta; 3 dice che s ¢ stret-
tamente crescente su [0,t],Vt € U. In particolare, usando 2 si ottiene che
a = s(yp) > 0. Proviamo che U & superiormente limitato, cioe, alla luce delle
ovvie osservazioni appena riportate, verifichiamo che esiste qualche numero
positivo che non sta in U. Se, per assurdo, ogni y; > yo appartiene a U allora
s & crescente nell’intervallo [yo, y1] ed il teorema fondamentale del calcolo ci

dice
Y1

c(y1) = e(yo) + / " th)dt = e(yo) — / s(t)dt

Yo Yo

<etw) - [ " adt = e(yo) — alys — o)

Yo
e quest’ultimo numero diventa ovviamente negativo per y; abbastanza gran-
de.

Poniamo 7 = sup U (questa ¢ la pitt semplice delle definizioni rigorose del

™

numero 7). B facile vedere che c(%) = 0 e ovviamente U =]0, 7[, in particolare
s ¢ positiva su tale intervallo e dunque c ¢ iniettiva su [0, ] (per la precisione
strettamente decrescente). Per il teorema del valore intermedio ¢ € un omeo-
morfismo tra [0, 7] e [0, 1], da cui segue immediatamente che ¢ stabilisce una
biezione continua tra [0,3] e {z € S tali che Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Sey €[5, 7] allora ¢(y) = ¢((y—5)+%) = i¢(y— %) e dunque ¢ stabilisce
una corrispondenza biunivoca e continua tra [, 7] e {z € S! tali che Re(z) <
0, Im(z) > 0}.



Analogamente se y € [, 2] allora ¢(y) = ¢((y — 7) + ) = —¢(y — )
e ¢ stabilisce una corrispondenza biunivoca e continua tra [m, %] e {z €
St tali che Re(z) <0, Im(z) < 0}.

Infine se y € [3F,2x] allora ¢(y) = ¢(2m — (2r — y)) = ¢(2m — y)~!
¢ ¢ stabilisce una corrispondenza biunivoca e continua tra [3F,27] e {z €
St tali che Re(z) >0, Im(z) < 0}.

In conclusione ¢ ¢ una funzione suriettiva e continua tra R e S! il cui
nucleo ¢ 27Z.

Le due funzioni ¢, s sono dette le funzion: trigonometriche, sono chiamate
rispettivamente coseno e seno e sono indicate con i simboli cos e sin . Dal fatto
che ¢ € un omomorfismo di gruppi si evincono immediatamente le cosiddette
formule di addizione e da esse tutte le altre formule trigonometriche note

dalle scuole superiori. Ma, adesso, con rigore.

Corollario 1. La funzione esponenziale & un omomorfismo suriettivo e con-

tinuo tra il gruppo additivo C ed il gruppo moltiplicativo C* il cui nucleo é
2midL.

Dimostrazione. Se, per assurdo e? = 0 allora 1 = €? = e*7%) = ¢?¢=% = Qe 7,

impossibile. Sia poi 0 # w € C e sia x € R tale che ¢* = |w|. Siccome
€ St esiste y € R tale che e? = s allora et = .

Se 1 = e*tW = e%eW allora e = 1, da cui segue che x = 0 e y €
Ker(¢). O

2 I gruppi ortogonali

Indichiamo con il simbolo GL(n) il gruppo delle matrici quadrate invertibili
di ordine n a coefficienti reali munito dell’operazione di prodotto di matrici.

Se V' & uno spazio vettoriale reale di dimensione n indichiamo con GL(V)
il gruppo delgli operatori invertibili su V' munito dell’operazione di compo-
sizione di funzioni. Se B ¢ una base di V allora la funzione

ME  GL(V) — GL(n)

e un isomorfismo di gruppi.
O(n) = {A € GL(n) tali che A’A = I} & un sottogruppo di GL(n) detto
gruppo ortogonale di ordine n. Se A € O(n) allora

1 =det(I) = det(A'A) = det(A)?
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e quindi det(A) = +1. La funzione det : O(n) — {1, —1} ¢ un omomor-
fismo suriettivo di gruppi. Il suo nucleo viene indicato con Ot (n) ed il suo
complementare con O~ (n).

Sia E uno spazio euclideo reale di dimensione n, e denotiamo con (-, -) il
suo prodotto scalare. Il gruppo ortogonale di E ¢ il sottogruppo di GL(E)
dato da

O(F) ={T € GL(E) tali che (T'(v), T(w)) = (v,w) Yv,w € E}

Le verifiche necessarie per controllare 'appartenenza a O(E) possono essere
ridotte a n? usando il seguente

Lemma 1. Siano B una base di E e T € Hom(E, E) allora
Dimostrazione. Esercizio. ]

E si puo controllare 1'appartenenza a O(F) in termini di matrici come
segue

Proposizione 3. Siano B una base di E, T € Hom(E, E), S = Mg({-,))
e A= MBE(T); allora

T € O(E) < S = A'SA.

Dimostrazione. Alla luce del lemma precedente T € O(E) &  Vi,j =
1,...n

sij = (bi,by) = (T(b:), T(b;)) = O awib, Y anbn) = > _ ani(sa)s; = (a'sa)i;.

]

In particolare se la base scelta e ortonormale S = I e quindi la proposi-
zione appena dimostrata ci fornisce il seguente

Teorema 1. Se B ¢ una base ortonormale di E allora
ME : O(E) — O(n)

e un isomorfismo di gruppi.



Se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n e T' € Hom(V, V') possiamo
definire il suo determinante: basta prendere, a piacere, una base B di V' e
porre det(T") = det(ME(T)). Si deve verificare che la scelta della base non
influenza il risultato finale, e questo segue facilmente dal fatto che, se A e
B sono matrici che rappresentano lo stesso operatore rispetto a basi diverse,
allora esiste una matrice invertibile P tale che B = P7!AP. La formula di
Binet ci dice subito che det(A) = det(B).

Ma esiste anche un altro numero che puo essere convenientemente associa-
to prima a una matrice quadrata e poi ad un operatore: se A € M(n xn,R)
la sua traccia € il numero reale tr(A) = > "7 | a;;, cioé la somma degli elemen-
ti della diagonale principale di A. Un calcolo diretto mostra che tr(AB) =
tr(BA), in particolare tr(P~'AP) = tr(APP~!) = tr(A). Possiamo dunque
definire la traccia di un operatore T su V scegliendo a nostro agio una base
B di V e ponendo tr(T) = tr(ME(T)).

Definiamo allora, per uno spazio euclideo FE il sottogruppo

O*(E) ={T € O(E) tali che det(T) > 0}
il cui complementare in O(F) ¢ ovviamente l'insieme
O~ (F) ={T € O(F) tali che det(T") < 0}.

Se B & una base ortonormale di E Iisomorfismo M% : O(E) — O(n),
opportunamente ristretto, ci fornisce un isomorfismo tra O*(E) e O (n) ed
una corrispondenza biunivoca tra O~ (E) e O~ (n).

Se V' e uno spazio vettoriale di dimensione finita, sull’ insieme costituito
da tutte la basi di V' possiamo definire una relazione d’equivalenza, ponendo

BpC < ME(idy)) > 0.

Si vede molto facilmente che I'insieme quoziente cosi ottenuto ha esattamen-
te due classi, ognuna di esse viene chiamata orientazione su V. Due basi
equivalenti si dicono concordi, se non lo sono si dicono discordi.

Definizione 2. Uno spazio vettoriale orientato é una coppia ordinata (V, «)
dove V' € uno spazio vettoriale reale di dimensione finita e o € un’orientazione
su'V. Una base B di V viene detta positiva se B € «a altrimenti é negativa.



3 Applicazioni al piano

In questa sezione sara sempre n = 2.

Proposizione 4. Siano u,v vettori unitari in un piano euclideo E
1. Esiste un'unica T € O (E) tale che T'(u) = v.
2. Esiste un’unica S € O~ (E) tale che S(u) = v.

Dimostrazione. Ru* e Rut sono rette in . Scegliamo a piacere due vettori
unitari u; € Rut e v; € Rot. Se le basi ortonormali (u,u;) e (v,v;) sono
concordi definiamo 7" mediante T'(u) = v, T'(u1) = vy e S mediante S(u) =
v, S(uy) = —wy; se sono discordi definiamo 7" mediante T'(u) = v, T(uy) =
—v; e S mediante S(u) = v, S(u;) = v1. Queste applicazioni lineari stanno
effettivamente in O(E) per il lemma 1. E facile vedere che esse soddisfano
quanto richiesto. L’unicita e ovvia. O

Teorema 2. 1. O7(2) = {( Z _ab ) tali che a® +b* = 1}.
2 0-(2) = {(Z K
O~ (2) soddisfa A* = 1.

tali che a® + b*> = 1}, in particolare ogni A €

b

a?+b ar+by\ [ a b ax) (10

ar+by 2*+y*> ) \z vy by ) \01
Per cui a®+b* = 1 e (a,b) # (0,0) in particolare lo spazio vettoriale delle solu-
zioni dell’equazione omogenea ax + by = 0 ha dimensione 1, ed il vettore non
nullo (—b,a) ci appartiene; dunque esiste k € R tale che (z,y) = k(—b,a).
Ogni elemento di O(2) & dunque della forma ( CbL _]{Zb ), con a® + b* = 1;
ma il determinante di questa matrice ¢ k(a® + b?) = k, per cui k = +1.

Questo prova una delle due inclusioni in entrambe le affermazioni, le altre
sono ovvie. O

Dimostrazione. Sia < “ :; ) € 0(2) allora



Corollario 2. La funzione che manda S' > a + ib in ( Z _ab ) € un iso-

morfismo tra S' e OT(2). La sua inversa ¢ indicata con . In particolare
O (2) & un gruppo abeliano.

Corollario 3. Sia E ¢ un piano euclideo.

1. Se S, T € OY(F), SoT=ToS.

2. Se Se€ O (E), SoS=idg.

3.8 Se€O (E), TeOE), ToS=SoT"

4. SeSe€O (E), TeO (E), SoTeO"E).
Dimostrazione. 1. OT(E) ¢ isomorfo a O7(2) che ¢ abeliano.
2. Segue dai punto 2 del teorema 2.

3. ToS € O (F) ma allora per il punto 2

ToS=(ToS)'=85"1oT'=850T .
4. Ovvio.
H

Abbiamo visto in precedenza che, per trovare esplicitamente 1’isomor-
fismo menzionato nell’ultima dimostrazione dobbiamo scegliere una base
ortonormale B di E. Se T € O"(E) allora

B . a —b
mr = (5 )
D’altra parte 2a = tr(T) e dunque a non dipende dalla base ortonormale

scelta, e anche |b| non ne dipende in quanto a® + * = 1, ma si puo fare di
meglio:

Proposizione 5. Siano B e C basi ortonormali di E e sia MB(T) = ( Z _ab ) ;

allora

e Se B e C sono concordi MS(T) = ( Z _ab ) .
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e Se B e C sono discordi MS(T) = ( _ab 2 > :

Dimostrazione. Sia S € Hom(F, E) l'applicazione lineare data da S(b;) =
ci i =1,2. Per il lemma S € O(E), inoltre ME(S) = M§(idg) = P. In
ogni caso

ME(T) = PP ME(T)P = ME(S ™ 0 T 0 5)

Se le basi sono concordi S € OT(FE) e quindi commuta con T, per cui
ME(ST 0T 0 8) = ME(T),

e la prima affermazione e provata.

Se invece sono discordi allora S € O~ (F) ed il punto 3 del corollario 3 ci
assicura che T o S = S oT~!. Si prova la seconda affermazione osservando
che

ME(S oToS)=ME(SoSoT ™) = ME(T)™.

]

Se (E, «) € uno spazio euclideo orientato chiameremo canonico I'isomor-
fismo di gruppi M% : O*(E) — O*(2), dove B € a. Chiameremo anche
isomorfismo canonico l'isomorfismo 6 = 6, : OT(E) — S! che si ottie-
ne componendo ¥ con M&. Se 3 ¢ laltra orientazione di E evidentemente
0,(T) =05(T), VT € OF(E), dove la sopralineatura indica la coniugazione
in C.

Se T € O (E) chiameremo av— misura o, se non c’e pericolo di confusione,
semplicemente misura di T qualunque numero reale ¢ tale che e = 6,(T).
Ovviamente t,s € R sono misure di 7' € O1(F) se e solo se t — s € 27Z.
Inoltre, se t € un’a-misura di T" allora —t € una G-misura di T'. La a— misura
principale di T € O1(FE) & 'unica sua misura che sta nell’intervallo [0, 27].

In estrema sintesi dire che t € R ¢ un’a-misura di 7" significa che

M) = (

cost —sint
sint cost

per una, e dunque per ogni, B € a.



4 Angoli

Anche in questa sezione E & uno spazio euclideo di dimensione 2. Un sot-
toinsieme di F viene detto semiretta di E se ¢ del tipo RTv dove 0 # v € E.
Si dice che 0 # v ¢ un generatore della semiretta R™v; ovviamente ogni ele-
mento di una semiretta A ¢ un suo generatore. Inoltre, se T' € GL(F) e A
¢ una semiretta (generata da v) anche T(A) & una semiretta (generata da
T'(v)). Indichiamo con S(E) I'insieme di tutte le semirette di E.
/

Se A, A" € §(F) il numero ‘<:j|"z/>‘ non dipende dalla scelta di v € A e di
v € A’. Inoltre, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, esso appartiene
allintervallo [—1,1]. Sfruttando il fatto che cos : [0,7] — [—1,1] ¢ una
corrispondenza biunivoca possiamo dare la seguente

Definizione 3. Siano A = Rtv, A’ = R™v' € S(F), l'angolo tra A e A’
!/
¢ l'unico numero reale t € [0, 7] tale che cost = % Tale numero non
vl|v
dipende che da A e da A" e viene indicato con il simbolo ALN'.

Ben poco ¢’e¢ da commentare su questo semplice concetto: evidentemen-
te VA,A' € S(E) AN = AA, AN =0 A = AN AN =71 &
A=A, AA = % < Ae A’ sono ortogonali, con ovvio significato di
quest’ultimo concetto.

E anche facile vedere che,

VA, A € 8(E), VT € O(E) T(A)T(A) = AN,

Quest’ultima osservazione ha un’inversa: se A, A’, Ay, A} € S(E) soddisfano
AN = AjA] allora esiste T € O(E) tale che A, = T(A) e A} = T(A).
Prendiamo infatti i quattro vettori unitari v € A, ' € A, u1 € Ay e
u) € A e scegliamo a nostro agio v, v; in modo che (u,v), (u1,v1) siano basi
ortonormali di £. Scriviamo, in modo unico, v’ = zu+yv, v} = xiu;+yiv;.
Allora z = (u,u’) e 1 = (uy,u}) e l'ipotesi ci assicura che z = 7.

D’altra parte 2% + ¢y* = |u/|*> = 1 = |uy| = 22 + v} e quindi y; = Fy. Se
y1 = y definiamo T mediante T'(u) = u; e T(v) = v; altrimenti definiamo
T mediante T(u) = u; e T'(v) = —v;. Entrambe queste applicazioni lineari
stanno in O(F) per il lemma 1 ed ¢ facile controllare che soddisfano quanto

richiesto.
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Siccome una sola delle funzioni appena definite sta in O*(FE) non ci
possiamo aspettare di poter risolvere in tale gruppo il problema che ab-
biamo appena esaminato: le cose stanno proprio cosi come mostra il se-
guente esempio: prendiamo una base ortonormale (u,v) di E e poniamo
A=A =Rfu, A" =Rtv, A} = R (—wv); allora I'unico elemento di
O (F) che manda A in A; e U'identita, ed esso evidentemente non manda
A"in A7.

Queste considerazioni ci suggeriscono di definire piu accuratamente il con-
cetto di angolo in un modo che la patologia che si € manifestata nell’ultimo
esempio scompaia. Grazie al lemma 1, date due semirette A, A" esiste un’u-
nico T' € OT(E) tale che T(A) = A’ e questo ci consente di definire una
funzione

S(E) x S(E) = O*(E)

che manda la coppia ordinata (A, A") nell’'unica T € O*(F) tale che T'(A) =
A
Definiamo una relazione d’equivalenza su S(E) x S(E) ponendo

(A, A) ~ (A, A) & D(A,AY) = S(A, AL,

In parole l'elemento di O*(E) che manda A in A’ manda anche A in A7,
Indichiamo con il simbolo A(E) il rispettivo insieme quoziente e con p
la proiezione canonica. Gli elementi di A(E) sono detti angoli orientati in
E, p(A, A’) si chiama angolo orientato tra A e A’ e si indica con AN, La fun-
zione ¥ : A(E) — O*(E) che manda AN in Y (A, A’) & una corrispondenza
biunivoca.
Definiamo un’operazione in A(E) ponendo

—

AN + N Af = AT(A))

dove Ot (E) 5 T = ¥(A1,A’). Dobbiamo verificare la buona definizione:
siano dunque R, R, Ry, R} semirette in E tali che (A, A’) = X(R, R) =
H, ¥(Ay,A}) = X(Ry, R}) = K e dobbiamo verificare che M = (A, T'(A)))
coincide con N = X(R,S(R})) dove S = 3(R;, R'). Le informazioni che
abbiamo sono queste:



e dobbiamo provare che M = N; useremo il punto 1 della proposizione 4 e
la commutativita di O (E).

M(A)=T(A)=ToK(A)=KoT(A))=K(A") =Ko H(A)
e quindi M = K o H, inoltre
N(R)=S(R))=SoK(R;)=KoS(R))=K(R)=KoH(R)

e quindi N = K o H e la verifica e conclusa.

A questo punto non sarebbe difficile provare che (A(FE),+) € un gruppo
commutativo, ma otterremo lo stesso risultato ed in pitt scopriremo che ¥ &
un isomorfismo di gruppi se verifichiamo che, per ogni A, A’ Ay, A} € S(E)

vale la relazione E(&Z’ + @) = E(A/Z’) o E(EA\Q
Siano dunque T' = (A}, A'), H = S(AA"), K = X(AL,A), M =
Y (A, T(A})), avremo allora
MA)=T(A)Y=ToK(A))=KoT(A)=K(A")=KoH(A)

Quindi, sempre per il punto 1 della proposizione 4, M = Ko H = Ho K e
la verifica va a buon fine.

Proposizione 6. Se A, A’ A, A} € S(E) allora

1. AN = AN & 3S € OF(E) tale che S(A) = Ay e S(A) = Al &
AA, = A'A].

2. AN + NA, = AA,.
3. Per ogni S € O*(E), AN = S(WA’).
4. AN+ NA =0
5. Per ogni S € O~(E), AN = —S(A)S(A).
Dimostrazione. 1. Se T' = E(A/Z’) = E(A/lA\’l) e S(A) = A; allora

S(A"Y=8oT(A)=ToS(A)=T(A) = Al
2. Ovvio.
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3. SeT = i(A/Z’) allora

4. Segue ovviamente da 2

5. SeT = S(A/E’) dobbiamo provare che T~! = E(S( ) (A’)) ed e facile
perché, usando il punto 3 del corollario 3, T7'(S(A)) = S(T(A)) =
S(A).

[l

Scegliendo un’orientazione o su £ possiamo definire il concetto di misura
di un angolo orientato AN come quella di Z(AA’)

In sintesi ¢ & una a-misura di AA/ < Q(AA’) = ¢(t) = e™.

Analogamente per la misura principale.

Viene spontaneo cercare di confrontare la misura principale di un angolo
orientato AA’ con il numero AA’. Se A = A’ allora E(AA’ ) = idg e quindi,
indipendentemente dalla base (ortonormale) che si sceglie per calcolare la
misura principale essa ¢ 0 = AA'. Analogamente se A = —A’ allora la
misura principale di AA’ & = AN,

Tuttavia sarebbe davvero ingenuo pensare che i due numeri coincidano
sempre anzitutto la misura principale di AN ' puo assumere qualsiasi valore

n [0, 27 mentre AA’ non eccede , inoltre AA/ = —A’A, mentre AN =
M.

Escludendo i due casi banali che abbiamo esaminato ogni coppia ordinata
di vettoriv € A, v' € A’ definisce una base di E. Se « ¢ un’orientazione di F,
il fatto che la base (v,v’) appartenga o meno ad « evidentemente non dipende
dalla scelta di v, v" e quindi possiamo, in un piano euclideo orientato (F, «),
definire il concetto di coppia ordinata di semirette positiva o negativa.

Teorema 3. Siano A # +A’ due semirette in un piano euclideo orientato
(E,«a) e siat la misura principale di AA' allora

1. (A, A") é una coppia positiva se e solo set €]0, [ ed in tal caso AN =

~

2. (A, A") & una coppia negativa se e solo se t €], 2n| ed in tal caso

AN =21 —¢.
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Dimostrazione. Sia uw un vettore unitario in A, v 'unico vettore tale che
B = (u,v) & una base ortonormale positiva e v’ un vettore unitario in A’.

Scrivendo «' = zu + yv avremo che cos(AA’) = x e che /\/lggu’u/)(idE) =

( 0 z ) . In altri termini la coppia ordinata di semirette ¢ positiva se y > 0

e negativa se y < 0.
Sia OT(E) 5 T = X(A, A'), il che significa semplicemente che T'(u) = u/;

allora ME(T) = “ 7Y ) . Dire che ¢ ¢ una misura di AA/ significa che
B y

cost =z esint = y.

Dunque y > 0 se esolose t €]0,m[ e y < 0 se e solo se t €], 27[. E questo
dimostra le due equivalenze nell’enunciato.

Inoltre cost = x = cos(AA’) che, se t €]0,7[, ci permette di conclude-
re che t = AA/; se invece t €|, 2n[, allora 27 —t €]0,7[ e si termina la
dimostrazione osservando che cos(2m — t) = cost = cos(AA’). O

In sintesi per calcolare AA’ si deve scegliere un’orientazione su E in modo
che la coppia ordinata (A, A’) sia positiva e poi si prende la misura principale
di AA.

Se A ¢ una semiretta in F indichiamo con il simbolo A I'unica retta di
E che contiene A (ciog, se A = R*v, allora A = Ruv).

Definizione 4. Siano A, A', A" semirette in E, si dice che A’ ¢ tra A e
A" se si verifica una delle sequenti eventualita:

.A:A/:A//
e A=—-A"

o A # A" e A’ ¢ contenuta sia nel semipiano individuato da A che
contiene A" sia nel semipiano individuato da A" che contiene A.

Chiameremo le prime due eventualita casi banali, perché lo sono. La terza
ha un aspetto molto intricato, anche se facilmente visualizzabile e del tutto
intuitivo; urge pertanto un criterio che la renda trattabile:

Lemma 2. Siano A, A", A" semirette in E tali che A # £A”, le sequenti
condizioni sono equivalents

1. A ¢étra A e A.
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2. Vv e A, VW' € A,V € A" v ¢ una combinazione lineare a coeffi-
cienti non negativi di v e v”.

. du U u alt che v € una combinazione lineare a
3. Ju e A, e A, € A” tali che o b [
coefficienti non negativi di u e u”.

Dimostrazione. Siano L, L" € Hom(E, R) tali che KerL = A, KerL” = A", L
¢ positiva su A” e L” & positiva su A. La condizione A’ ¢ tra A e A” si traduce
nel fatto che L e L” sono entrambe non negative su A'.

1 = 2 Visto che v, v” sono linearmente indipendenti, possiamo certamente
scrivere v’ = xv + yv”, ma

0< L) =aL(v)+yL(w") =yL{®") e 0 < L"(v") = 2L"(v)+yL"(v") = xL" (v);

Siccome L(v") > 0, L"(v) > 0 segue che z,y sono non negativi.

2 = 3 Ovvio.

3 = 1 Siano u, v/, u” come in 3 e sia v’ = xu + yu” con x > 0,y > 0. Per
ogni v € A" I\ > 0 tale che v/ = A/ ma allora

L(v") = AL(u") = AeL(u) + A\yL(u") = AyL(u") > 0 e
L' (V") = AL" () = MeL"(u) + AyL" (u") = Az L" (u) > 0;
quindi sia L che L” sono non negative su A’. ]

Corollario 4. Se A’ ¢ tra A e A" allora AN = AN + A'A”.

Dimostrazione. Siano u € A, v’ € A, v’ € A” vettori unitari. Se le tre
semirette non sono tutte distinte uno (almeno) degli addendi della formula
da provare ¢ 0 e quindi 'uguaglianza sussiste. D’ora in poi supporremo quindi
che siano distinte.

Se A=—-A"et=AA allorat € [0,7] e cost = (u,u’) da cui segue che
cos(m —t) = —cost = (u”, ') e quindi, dato che m —t € [0, 7] abbiamo che

AA + A'A" =7 = AA”.

Ci resta da esaminare il caso in cui i vettori u, ', u” sono, a due a due,
linearmente indipendenti. Scriviamo v’ = zu + yu”, con xz,y > 0 per il
lemma precedente. Si verifica immediatamente che le basi (u,u’), (u,u")
e (u/,u") sono tutte concordi e chiamiamo « l'orientazione a cui esse ap-
partengono. Usiamo questa orientazione per trovare la misura principa-
le degli angoli orientati AN e NA". Per il punto 1 della proposizione 3
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avremo che t = AA’ e s = A’A” sono le misure principali di AN e NAV
rispettivamente.

Ma, per il punto 2 della proposizione 6, AN = AN + A/’E’, inoltre
6=0,: AF) — S'e ¢: R — S! sono omomorfismi di gruppi e allora

O(ANT) = O(AN + NA") = (ANYO(AAT) = d(t)(s) = bt + s).

Quindi t 4 s € una misura di AN , anzi e la sua misura principale.
Usando di nuovo il punto 1 della proposizione 3 si trova che AA” =t + s
e la dimostrazione e completa

]

Adesso studiamo con attenzione 'insieme O~ (E). Indichiamo con G(1, E)
I'insieme di tutte le rette di E.

Proposizione 7. Ogni elemento di O~ (E) ha 1 e —1 come autovalori; i
rispettivi autospazi sono ortogonal.

Fissata W € G(1, E) esiste un'unica oy € O~ (E) tale che W = {v €
E tali che ow(v) = v}, cioé la funzione Fiss : O~ (E) — G(1, E) che asso-
cia ad ogni riflessione il sottospazio dei suoi punti fissi € una corrispondenza
biunivoca.

Dimostrazione. Sia B una base ortonormale di E e S € O~ (E), allora ME(S) =
( Z Y ) con a®+ b?> = 1 e quindi il polinomio caratteristico di S ¢ t? — 1.
questo dimostra la prima affermazione; se u,v sono autovettori di 1 e —1
rispettivamente allora

(v,u) = {S(v), S(w)) = (v, —u) = =(v,u).

Sia v € W un vettore unitario; chiamando oy 1'unico elemento di O~ (E) che
fissa v (cfr. il punto 2 della proposizione 4) si ottiene quanto desiderato. [

Siano A, A’ semirette in £, per la proposizione appena dimostrata e per il
punto 2 della proposizione 4 esiste un’unica W € G(1, E) tale che o (A) =
A'| tale retta & chiamata la bisettrice della coppia ordinata (A, A'); siccome
o2, = idg essa ¢ anche la bisettrice di (A, A).

Proposizione 8. Siano A, A’ semirette in E, W la loro bisettrice: allora

1. Se A = A allora W = A.
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2. Se A = —A allora W = AT

3. Se A+ —-AN ue A u e A sono vettori unitari allora W = L(u+u)
e Wt =L(u—1).

4. T € OY(E) soddisfa T*(A) = A’ se e solo se T(A) = W ; in particolare
{T € OT(E) tali che T*(A) = A’} ha esattamente due elementi e uno
st ottiene dall’altro componendo con —idg.

Dimostrazione. Le prime due affermazioni sono ovvie. Per quanto riguarda
la terza ci basta dimostrare che oy (u + v') = u + v’ e questo & ovvio in
quanto oy (u) = u' e ow (u') = u.

La quarta affermazione si dimostra cosi

T(A) =W & T(A) =ow(T(A) & T*A) =T oowoT(A) = ow(A) = A
in quanto T o oy = o o T~ (cfr. il punto 3 della proposizione 3). O

Se W e una retta nello spazio euclideo E possiamo definire la proiezione
ortogonale pry, : E — W come segue: scegliamo un vettore 0 # w € W e

(v, w)

poniamo, per ogni v € E, pry(v) = w; chiaramente questa funzione
)

non dipende dalla scelta di w, e, se si ha ’accortezza di scegliere w unitario
la definizione si semplifica in pry, (v) = (v, w)w; ¢ anche immediato verificare
che si tratta di un’applicazione lineare.

Proposizione 9. La proiezione ortogonale pry, : £ — W gode delle
sequenti proprieta:

1. v € W se e solo se pry,(v) = v. In particolare la proiezione ortogonale
¢ suriettiva e Ker(pry,) = W+.

2. Per ogniv € E, v —pry,(v) € W,

3. Perogniv € E, pry,(v) #u e W, [v—u| > |[v—pry(v)|, cioé pry(v) é
il vettore di W pit vicino a v; il numero |v—pry,(v)| é detto la distanza

da v a W e indicato con d(v, W).

Dimostrazione. Solo la terza affermazione merita una verifica. poniamo v’ =
pry(v) e calcoliamo

v —ul>=@w—-uv—u)=w—0v+0 —u,v—0 +v —u) =
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(v—v =) +2w =00 —u)+ @ —u, v —u) = v -0+ v —u?

in quanto v’ — u € W mentre v — v’ € W+, H

Proposizione 10. Siano A, A’ semirette in E con A # £A" e sia W la loro
bisettrice. Consideriamo poi l'insieme Eqd(A, A’) = {v € E tali che d(v,A) =
d(v, A")} Allora

Eqd(A,A) =W uWw+

Dimostrazione. Siano u € A,u’ € A’ due vettori unitari e v =zu+yu' € F.
Calcoliamo d(v, A)? = (v — (v, u)u, v — {(v,u)u) = |v|> — (v,u)?, ma (v,u) =
r+y(u',u) e quindi, in definitiva, d(v, A)? = |v|? — 22 —y? (', u)? — 2zy{u’, u)
e, analogamente d(v, A)? = |v|? —y? —22(u', u)? — 22y (', u) e quindi avremo
che d(v,A) = d(v, A') & 22(1 — (u',u)?) = y*(1 — (v, u)?) cioe se e solo se
r = 4y, in quanto (u/, u)? # 1, per la disuguaglianza di Schwartz, trattandosi
di due vettori unitari e linearmente indipendenti.

Se y = x avremmo che v = x(u+u’) € W per il punto 3 della proposizione
8, se invece y = —x allora v = x(u — u') € W. O

Dato v € Eqd(A, A’) possiamo riconoscere se sta in W piuttosto che
in W+ mediante la seguente procedura: siano L, L’ due operatori lineari
su FE tali che Ker(L) = A e Ker(L') = A/, e scelti con coerenza, cio¢ in
modo che Liar e Li A siano concordi. Avremo allora che 0 # v €¢ W &
L(v) - L'(v) > 0. Avremo infatti che, scelti u,u’ come nella dimostrazione
appena finita,v = zu + yu’ con y = x quando v € W e y = —x quando
v € Wt Ma L(v) = yL(u') e L'(v) = xL'(u), cosi 0 < L(v) - L'(v) =
zyL(W )L (u) ©zy>0r=ysveW.

5 Applicazioni

In questa sezione indicheremo semplicemente con X uno spazio affine euclideo
(X7X7_7 < ) >)

Definizione 5. Un triangolo in X ¢ un sottoinsieme T = {A, B,C} costi-
tuito da tre punti non allineatt di X .

Lapidaria. Ma adesso dobbiamo definire gli accessori di un triangolo,
e l'interferenza della terminologia tradizionale ci obbliga a commettere il
grande crimine della matematica: indicare con lo stesso simbolo e chiamare
con lo stesso nome oggetti abissalmente diversi; quindi la lettrice ¢ invitata
a leggere la prossima definizione con la massima cautela
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Definizione 6. Sia T = {A, B,C} un triangolo. Il lato a di T ¢ uno dei
sequenti concetti tra cui chi legge deve scegliere caso per caso

Lat1 La retta (affine) passante per B e C, cioé

a={B+t(C — B) tali che t € R}

Lat2 1l segmento di estremi B e C, cioe

a={B+t(C—DB) talichetcRe0<t<1

Lat3 La lunghezza di tale segmento, cioe

a:d(B>O) = |B_C’

Analogamente per i lati b e c.

Per ogni P # () € X indichiamo con Apg la semiretta generata dal
vettore () — P, chiaramente Apg = —Agp.

Definizione 7. L’angolo a ¢ uno dei sequenti concetti tra cui chi legge deve
scegliere caso per caso

Angl La coppia ordinata (A, {Aap, Aac}).

Ang2 L’angolo menzionato nella definizione 8 tra le semirette Aap e Aac,
cloe
(B—A,C — A)
B-AC— 4

cosa =

Analogamente per gli angoli 5 e 7.

Se l'angolo o é interpretato nel senso Angl possiamo decidere che la sua
bisettrice ¢ la retta (affine) passante per A e che ha per giacitura la bisettrice
delle semirette Aap e Aac nel senso della proposizione 4. Analogamente per
le bisettrici degli angoli 3 e 7.

Conviene introdurre un concetto non presente nella geometria elementare

Definizione 8. Sia 7 = {A, B,C} un triangolo. La funzione supporto del
lato a ¢é la mappa affine f, : X — R caratterizzata da f,(B) = f,(C) =0 e

falA) = 1.

Analogamente si definiscono f, e f,..
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Naturalmente abbiamo usato il fatto che una mappa affine ¢ completa-
mente determinata dal suo comportamento su un riferimento affine.

La mappa affine f, + f, + f. vale sempre 1 su A, B e C, e quindi vale 1
su tutti gli elementi di X.

Esaminiamo un teorema, la ben nota formula di Carnot, con lo scopo di
esemplificare che la geometria del muratore e del falegname, oltre ad avere
I'imperdonabile difetto di essere un edificio privo di fondamenta, in certe
situazioni puo anche essere meno efficiente della visione rigorosa proposta in
queste note.

Teorema 4. In un triangolo T = {A, B,C} vale la relazione
a’? = b* + ¢* — 2bccos o

Dimostrazione. Evidentemente i lati devono essere interpretati nel senso Lat3
e 'angolo nel senso Ang2. La dimostrazione e un conto facilissimo:

a>=|C-B=(C—-B,C-B)=((C—A)+(A-B),(C—A)+(A-B)) =

(C—A,C—A)+({A—B,A—B)+2(C—A, A—B) = b»+*—2(C—A, B—A) =
b? + ¢ — 2bccos

usando pedissequamente la definizione 3. O

Dei prossimi teoremi, molto ben noti, vengono fornite dimostrazioni ri-
gorose; inoltre esse vengono paragonate con quelle in uso nella geometria del
muratore e del falegname, evidenziando I’errore che si commette generalmen-
te in queste ultime.

Teorema 5. In un triangolo T = {A, B,C} la somma degli angoli vale ,
cioé
atf+y=m

Dimostrazione. Evidentemente gli angoli devono essere interpretati come in
Ang?2. Introduciamo altri due punti D = C+(C—A) e E = C+(B—A),cosi,
nello spazio vettoriale euclideo X, abbiamo che

Ajsc = Acp, Aup=Ack
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Cosi avremo, per la definizione 3, che AcpAcp = a, AcpAca =7 e anche
che
(A-B,C—-B) (B-AB-C) (E-C,B-0C)

P lA=BIC-B " 1B-AlE-C|  |[E-ClB—C]

cioe anche AcpAcp = [ e sembra al dilettante (magari facendo intervenire
considerazioni sugli angoli alterni interni e corrispondenti di rette parallele
che nel nostro approccio sono del tutto superflue) di poter concludere che

a+B+v=AcpAce +AceAcp + AcpAca =

AcpAcp + AcgAca = AcpAca = ApcAca = —Acalca =7

Questo argomento non e corretto, possiamo solo dire che
AcpAcke + AceAcs + AcAca = AcpAcs + AcpAca = AcpAca

L’errore consiste nell’aver interpretato gli angoli come nella definizione 3 e
poi averli sommati come angoli orientati, cio¢ nel gruppo A(X), si veda la
proposizione 6.

Per fortuna questo tentativo non e del tutto infruttuoso, grazie al corol-
lario 4, ci basterebbe controllare se

[ ] ACE e tra ACD e ACB
® ACB e tra AC’D e ACA

La seconda verifica ¢ automatica in quanto Acp = —Acga. Per quanto
riguarda la prima, usando il lemma 2, dovremmo vedere se B — C' ¢ una
combinazione lineare a coefficienti non negativi di £ — C e A — C, ed &
proprio cosi perché

B-C=(B-A+(A-C)=(E-C)+(A-C)

quindi i coefficienti necessari sono entrambi 1 e si rappezza il difetto della
dimostrazione classica. O]

Anche in uno spazio affine euclideo possiamo definire la distanza da un
punto P ad una retta a: basta scegliere due punti B, C € a, definire la proie-
(P—B,C — B)
|C'— B||C — B

zione ortogonale pr,(P) = B+ (C'— B), verificare che questa
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definizione non dipende dalla scelta di B e C', che P—pr,(P) € @+, che pr,(P)
¢ il punto di a piu vicino a P e definire d(P,a) = |P — pr,(P)|. La prima di
queste verifiche, se affrontata brutalmente, potrebbe risolversi in calcoli spa-
cevoli; conviene evitarli cosi: rassegnarsi temporaneamente alla dipendenza
di pr,(P) dalla scelta di B e C', ma controllare che (P — pr,(P),C — B) = 0,
prendere altri due punti B’,C’ su a e indicare con pr/(P) la proiezione orto-
gonale di p su a cosi ottenuta. Naturalmente avremo di nuovo che P —pr/ (P)
e ortogonale a C' — B’, e quindi pr,(P) e pr/,(P) stanno entrambi sulla retta
per P che ha per giacitura @', ma essi stanno anche su a e due rette non
parallele si intersecano in un solo punto.
Si verifica immediatamente che, se B € a, allora

d(P,a) = d(P — B,q)

Usando il concetto di distanza e le funzioni di supporto dei lati possiamo
distinguere quando un punto P sta sulla bisettrice dell’angolo 7.

Proposizione 11. C' # P € C+W¢ se e solo se valgono entrambe le sequenti
condizioni

o d(P,a) = d(P,b)

o fu(P)- fo(P)>0.

Dimostrazione. Sostanzialmente e gia fatta, basta osservare che f, e posi-
tiva sulla semiretta Ay e che f, € positiva sulla semiretta Acp e usare la
proposizione 10 e ’'osservazione che la segue. O

Teorema 6. Le bisettrici di un triangolo T = {A, B,C} hanno un punto in
comune.

Dimostrazione. Indichiamo con A+ W,, B+ Wg, C'+ W le bisettrici. Co-
minciamo con l'osservare che A + Wy, e B + Wpx non sono parallele, infatti,
se, per assurdo, Wy = Wp = W, allora ow(Aasc) = ow,(Aac) = Aup ¢
ow(Apa) = owy(Apa) = Apc = —A¢p da cui Aye = ow o ow(Aac) =
ow(Aap) = —ow(Apa) = —A¢p, contraddicendo il fatto che i vettori
B — A e C — B sono linearmente indipendenti (che & precisamente la stessa
informazione che i punti A, B, C' non sono allineati).

Ne segue che esiste un unico punto P € (A+W,4)N(B+Wp). Tale punto &
caratterizzato da d(P,c¢) = d(P,b) e f.(P)- f,(P) > 0in quanto P € (A+Wj,)
edad(P,c) =d(P,a) e fo(P) - fo(P) > 0 in quanto P € (B + Wp).
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Si tratta ovviamente di controllare che P € C' + We.

Avremo che d(P,¢) = d(P,b) = d(P,a), dove i lati del triangolo so-
no interpretati come in Latl. Avremo dunque che P € C' + Wg oppure
P € C + W§; la dimostrazione ingenua del nostro teorema non prende in
considerazione questa seconda eventualita.

Ma noi si. Da f.(P) - fo(P) > 0e f.(P)- fo(P) > 0 segue che

0 < fo(P) - fo(P) - fo(P) - fo(P) = fu(P) - fo(P) - fo(P)?
e quindi f,(P) - fo(P) > 0. E la dimostrazione ¢ completa. O

In realta f.(P), fo(P), f.(P) sono tutti e tre positivi, cioe P & un punto
interno al triangolo. L’alternativa e che siano tutti e tre negativi, ma questo
¢ impossibile visto che f,(P) + fi(P) + f.(P) = 1.

6 Congruenze e similitudini

Le figure sono i sottoinsiemi di uno spazio affine euclideo X. Due figure Y, Z
si dicono congruenti se esiste una isometria f: X — X tale che f(Y) = Z.
Evidentemente la congruenza stabilisce una relazione d’equivalenza sull’in-
sieme di tutte le figure di X.

Se 7 = {A,B,C} eT'={A",B',C"} sono triangoli in un piano affine
euclideo X, siccome (A, B,C) e (A’, B’,C") sono entrambi riferimenti affi-
ni di X, esiste un’unico isomorfismo affine f : X — X tale che f(A) =
A" f(B) =B, f(C)=C". Ovviamente 7 e 7’ sono congruenti se e solo se
tra i sei isomorfismi affini che mandano 7 in 7’ almeno uno ¢ un’isometria.

In questa sezione lati ed angoli devono essere interpretati come in Lat3 e
in Ang2 delle definizioni 6 e 7.

Teorema 7. Nella notazione appena introdotta le sequenti condizioni sono
equivalents

1.a=d, b=10, v=4+" (primo criterio di congruenza LAL).
2. a=4d, 8=/0"v=7" (secondo criterio di congruenza ALA).
3.a=d,b=10, c=7 (terzo criterio di congruenza LLL).

4. [ € un’isometria.
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Dimostrazione. 1) < 3). Dalla formula di Carnot abbiamo che ¢ = a® +
b? —2abcosy e ¢? = a? + b'? — 2a'V cosy'.
1) = 4).Usiamo il lemma 1 con by = A — C, by = B — ('; abbiamo allora

(bi,br) =|A—CIP=0" =0 = |A' = C'] = |f(A) - f(O)* =
(f(A=0C), f(A=C)) = (f(br), f(br))

(ba,bs) =|B—C|>=0>=0b"=|B' = C'’=|f(B) - f(O))? =
(F(B=C),f(B—C)) = (f(bs), f(bs))

(b1,by) = (A—C,B—C)=bacosy="Va"cosy =(A"-C"B' - C") =

(f(A) = f(O), f(B) = [(C)) = (J(A=C), J(B = C)) = (f(br), [ (b2))

4) = 3). a =d(B,C) =d(f(B), f(C)) =d(B',C") = d’ e analogamente
per gli altri lati. _ B

3)ed) = 2) accosf = (C — B,A—B) = (f(C —B),f(A—-B)) =
(f(C)— f(B),f(A)— f(B)) =(C"—B',A"— B'")) = d'c cos # da cui segue
che § = '. Analogamente si controlla che v = /.

2) = 4). Prendiamo \ = g e definiamo il triangolo 7”7 = {A" = C" +
AMA = C"),C" = C",B” = B’} con i relativi accessori, e sia g : X — X
I'isomorfismo affine definito da g(A) = A", g(B) = B”, ¢(C) = C".

In questo modo abbiamo che " = |B”" — C"| = |B' = C'| = d’ = q,
b//:‘A//_C//’:|A//_C/’:|>\(A/_C/)|:be

abcos,yll — al/b// COS’}/N — <B// _ C”,AN _ Cr//) — <B/ _ C,, )\(A/ _ Cl)) —

Aa'b' cosy' = abcos~y' = abcosy

da cui si deduce che v = 4" e dunque, per il primo criterio, g ¢ un’isometria.

Certamente A” sta sulla retta s che passa per A’ e C’; se riusciamo a
provare che sta anche sulla retta r = B’ + L(A’ — B’), visto che queste due
rette non sono parallele avremo che A’ = A”, cioe f = g che & un’isometria,
e si vince (alternativamente, arrivati a questo punto, avremo che A = 1, cioe
b = b e quindi avremo dimostrato che 4) = 1), che va altrettanto bene).
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L’idea ¢ di controllare che un punto P # B’ sta su r se e solo se 1’angolo
tra i vettori P — B’ e C' — B’ & proprio (', che e uguale a 3, e poi vedere che
A" soddisfa tale richiesta utilizzando il fatto che, visto che g & un’isometria,
5= 5.

Conviene definire la funzione h : X — R mediante

/

WP)=(P—B,C' -~ B — % cos f'(A — B)
C

si tratta evidentemente di una mappa affine, infatti scegliendo il punto B’ si
vede subito che la sua giacitura e data da

/

h(v) = (v,C" — B' — %cos B(A - B))

La funzione h si annulla in A’ ed in B’ ma non in C’ e quindi r = h=1(0).
Adesso ci basta vedere che h(A”) = 0. Non & banale. Cominciamo con
l'osservare da = (3 e v = v/, usando il teorema 5 abbiamo a = «’. Inoltre

(C—A,B—A) (A-—B,C-B)
+a

be ac

bcosa+acosfB=0b

1 1
E(A—B,(A—C)+(C’—B)> :E(A—B,A—B> =c
Adesso ci siamo

hA") = (A"~ B',C' — B'— % cos B(A' — B')) =
&

(A" — B" C" - B" — %cos B(A — B")) =
(A" — B",C" — B") — Cﬁ cos (A" — B", A' — By =
accos 3 — %cosﬂ(A" — B, A - B)=
accos 3 — gcosﬁ(«A” -C"Y+(C'-B"),A-B")) =
accos 3 — gcosﬁ(@él” —C' A -B)+(C'"-B A —-B)) =

accos  — gcosﬁ(()\(A' -, A-B)Y+(C'"-B,A -B")) =
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accos f — gcos BNA —C' A — B'Y +d'd cos B) =

accos 3 — g/cos BN ¢ cosa + acd’ cos ) =
c
accos 3 — acosf(bcosa+acosf) =0 O

Definizione 9. Una mappa affine f : X — X si chiama similitudine se
esiste 0 < A € R tale che \™'f ¢ un operatore ortogonale. Il numero X é
detto rapporto di similitudine.

Due figure Y, Z di X si dicono simili se esiste una similitudine f tale che f(Y) =
Z.

Se P X e0 < A &€ RVIlomotetia di centro P e rapporto A e la similitudine
H}Q) = P+ M\Q — P), la cui giacitura & \idy.

Anche 'essere simili stabilisce una relazione d’equivalenza sull’insieme di
tutte le figure di X.

Teorema 8. Nella solita notazione le sequenti condiziont sono equivalenti

/ b/
e 3 v =+ (primo criterio di similitudine LAL).
a

2. a=d, B=70"v=7" (secondo criterio di similitudine ALA).
a v

3. —= T (terzo criterio di similitudine LLL).
a c

4. [ € una similitudine .

1.

Dimostrazione. 1) = 4) Poniamo u = ﬁ/ = — e definiamo un nuovo triangolo
T// — {14//7 B/I) Cfl/} dOVG Cl/ — C/’ A// _ C// — M(A/ _ C/)’ BI/ _ C// — M(B/ _
C"). Avremo allora che ¢” = pa’ = a e V" = pb/ = b, ma anche

<A// . C”, B — C//> <,U(A, . C,),,LL<B/ . C/)>

/" /
cosy’ = = = COs7y = cos7y
a//b// ,U2 a/b/

Dal primo criterio di congruenza si deduce che 'isomorfismo affine g definito
da g(A) = A", g(B) = B", g(C) = C” ¢ un’isometria. Ma g = Hj 0 f e
dunque § = pf & un operatore ortogonale e f & una similitudine di rapporto
A= pu L.

4) = 1) Supponiamo che f sia una similitudine di rapporto A, poniamo
p = A1 e definiamo I'isomorfismo affine g : X — X mediante g = Hf, o f.
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Allora g e un’isometria e, per il primo criterio di congruenza, il triangolo
{A" = G(A), B" =¢(B), C" = g(C) = C'} soddisfa ¢" = a, b" = b, v" = .
Ma

a=a"=|4"—C"| = [g(A~O) = [uf(A~ C)| = |u(& — )] = pa!

/ b/
analogamente b = pb’ e dunque % =\A=—
Inoltre
A" " B" — " A — B — '
o5 s A CLB S CY) (A = CpB =)

a//b// ILLQGI/bI

In modo analogo, usando il secondo criterio di congruenza, si vede che
4) = 2) ed usando il terzo si trova che 4) = 3).

/
a . .
2) = 4) Poniamo A = —, u = X"'eg =g = HE of. Coni calcoli
a
ormai consueti ed usando il secondo criterio di congruenza si vede che g ¢

un’isometria e dunque f e una similitudine.
Analogamente, per il terzo criterio di congruenza, si vede che 3) = 4). O
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