
Ogni spazio vettoriale ha una basePino Vigna Suria29 11 2004Il titolo di questa nota die he, per ogni spazio vettoriale, esiste un suosottoinsieme linearmente indipendente he lo genera.Suinto ed elatante.Disgraziatamente entrambi i onetti oinvolti possono essere fuorvianti,addirittura per ogni studente di matematia: il motivo di questa ambiguit�aproviene dal fatto he il onetto di spazio vettoriale viene introdotto moltopresto nei orsi universitari di ontenuto matematio, e, a mio avviso moltoragionevolmente, nell'intento di non vessare le giovani menti on sottigliezzehe non possono anora essere apprezzate, gli insegnanti tendono a pesareun po' nel torbido sull'idea di indipendenza lineare e di generatore. Alunine sono onsapevoli.In questa nota, �no ad avviso ontrario, se f : X �! Y �e una funzione,l'immagine di x 2 X verr�a denotata on fx.Naturalmente nei primi orsi di algebra lineare i si aontenta di spa-zi vettoriali �nitamente generati, per ui �e suÆiente spei�are, per unsottoinsieme �nito A di uno spazio vettoriale V ,� Cosa signi�a he A �e linearmente indipendente.� Cosa signi�a he A genera V .Normalmente la osa viene a�rontata n questo modo:Sia A = fv1; : : : ; vng un sottoinsieme �nito di uno spazio vettoriale Vsul ampo K :� Si die he A �e linearmente indipendente se, per ogni n�upla di salari�1; : : : ; �n, se Pni=1 �ivn = 0 allora �i = 0; 8i = 1; : : : ; n.1



� Si die he A genera V se ogni elemento di V �e ombinazione linea-re degli elementi di A, io�e, per ogni v 2 V , esistono degli salari�1; : : : ; �n tali he Pni=1 �ivn = v.Le parole in grassetto hanno bisogno di un'analisi pi�u profonda: perogni numero naturale n poniamo n =: fm 2 N tali he 1 � m � ng;dire he un insieme A �e �nito signi�a he esiste un numero naturalen ed una orrispondenza biunivoa v : n �! A, non he una taleorrispondenza biunivoa sia stata �ssata, ome si fa impliitamente,(e tru�aldinamente) nella notazione usata sopra.� Nessuno de�nise osa sia una n�upla di elementi di un insieme A; ipi�u osienziosi dihiarano he una n�upla ordinata di elementi di A �euna funzione v : n �! A. E questo �e orretto.� La terza parola sritta in grassetto, quel \degli", balza all'ohio perla sua ambiguit�a.Sistemare queste impreisioni �e straordinariamente semplie.Sia v = (v1; : : : ; vn) una n�upla ordinata di vettori ( io�e di elementi diuno spazio vettoriale V ):� Si die he v �e linearmente indipendente se per ogni n�upla ordinatadi salari �, se Pni=1 �ivn = 0 allora �i = 0; 8i = 1; : : : ; n.� Si die he un vettore w 2 V �e ombinazione lineare di v se esiste unan�upla ordinata di salari � tale he Pni=1 �ivn = w.La stesse formule, ma un ben pi�u preiso signi�ato; il simbolo di sommatoriaovviamente deve essere interpretato os��: sia f : N �! V una funzione,allora Pni=1 fi �e de�nito riorsivamente mediante P0i=1 fi = 0 e Pn+1i=1 fi =Pni=1 fi + fn+1. Naturalmente ogni n�upla ordinata, di salari o di vettori,pu�o essere estesa, mediante 0, a una funzione de�nita su tutto N , e si opronotutti i asi.Qualuno, diiamo il signor Simpliio, potr�a argomentare he queste so-no inutili ompliazioni di un onetto os�� semplie da non meritare alunariessione; la sua onvinzione non pu�o he essere ra�orzata dall'osservazionehe segue: il fatto he una n�upla ordinata di vettori v generi V (rispet-tivamente sia linearmente indipendente) \non dipende dall' ordine in ui sipresentano i suoi elementi", a�ermazione euristia he pu�o failmente essere2



preisata ome segue: sia � una permutazione di n, io�e � : n �! n �e unaorrispondenza biunivoa; se v �e linearmente indipendente (genera V ) alloraanhe v Æ � �e linearmente indipendente (genera V ).Sembrerebbe proprio he i due prediati he stiamo disutendo siano inrealt�a attribuibili pi�u a un insieme �nito di vettori on n elementi piuttostohe a una n�upla ordinata; tuttavia '�e un argomento per mostrare he non �eos��: negli appunti di algebra lineare di Simpliio, poo dopo le sue de�nizio-ni, omparir�a quasi ertamente un'a�ermazione he suona pressapoo os��:se in fv1; : : : ; vng '�e una ripetizione, allora tale insieme non �e linearmenteindipendente: il he ovviamente ontrasta on la sua sbandierata onvinzio-ne he un insieme �e ompletamente determinato dai suoi elementi, e quindi,in insiemistia, la parola ripetizione non signi�a nulla. Per metterla gi�upesante, parlando ad esempio di R2 , Simpliio, se oerente, deve ammette-re he l'insieme di vettori f(1; 1); (1; 1); (1; 1)g �e linearmente indipendente; equesto, si sa, provoa disastri inenarrabili. La sappatoia di non menzionarequesto risultato ha le gambe orte: leggendo la ontinuazione degli appuntidi Simpliio, troverete failmente qualhe punto in ui lo usa .Naturalmente la versione puri�ata dello stesso risultato �e perfettamentevera e die solo he una n�upla ordinata linearmente indipendente �e iniettiva.Rigore �e fatto, ad un prezzo irrisorio. Disgraziatamente l'elatante risul-tato he appare nelle prime due righe di queste note parla di un insiemelinearmente indipendente he genera il nostro spazio vettoriale.De�nizione 1. Sia V uno spazio vettoriale e A � V ; denotiamo on L(A)l'intersezione di tutti i sottospazi vettoriali di V he ontengono A. Si diehe l'insieme A genera V se L(A) = V .Anhe se A non genera V �e faile vedere he L(A) �e il pi�u piolo sotto-spazio vettoriale di V he ontiene A, io�e:� L(A) / V , in quanto un'intersezione qualunque di sottospazi �e un sot-tospazio.� A � L(A).� Se W / V e A � W allora L(A) � W .In partiolare se B � A allora L(B) / L(A).Usando questo piolo risultato,le propriet�a elenate sopra e quelle del-la somma di due sottospazi si vede, on faili ed eleganti giohetti, he3



L(A [B) = L(A) + L(B); se A = fvg �e un singoletto sriveremo L(v) perL(fvg). �E immediato veri�are he L(v) = f�v on � 2 K g.De�nizione 2. Sia V uno spazio vettoriale e A � V ; si die he l'insiemeA �e linearmente indipendente se, per ogni sottoinsieme proprio B ( A, siha he L(B) ( L(A).Un'utile strumento per maneggiare l'ultimo onetto he abbiamo esposto�e dato dal seguenteLemma 1. A � V �e linearmente indipendente se e solo se, per ogni v 2A; v =2 L(A� fvg).Dimostrazione. ( Sia B ( A e v 2 A�B; allora v 2 L(A) ma v =2 L(B) �L(A� fvg).) Se esiste v 2 A tale he v 2 L(A � fvg), allora L(v) � L(A� fvg) equindiL(A) = L(A� fvg) + L(v) � L(A� fvg) + L(A� fvg) = L(A� fvg)e A non �e linearmente indipendente.Corollario 1. Se A �e linearmente indipendente e B � A allora anhe B �elinearmente indipendente.Dimostrazione. Sia, per assurdo, v 2 B tale he v 2 L(B � fvg); allorav 2 L(B � fvg) + L(A� B) = L((A� B) [ (B � fvg)) = L(A� fvg)e A non �e linearmente indipendente.Quindi un sottoinsieme di V linearmente indipendente pu�o perdere lasua virt�u aumentando, e un sottoinsieme he generi V rishia diminuendo. Iltitolo di queste note die he �e sempre possibile trovare un ompromesso.Corollario 2. Se A �e linearmente indipendente e v =2 L(A) allora anheA [ fvg �e linearmente indipendente.Dimostrazione. Supponiamo he C � A[fvg soddis� L(C) = L(A[fvg); sev =2 C alloraC � A per ui v 2 L(A[fvg) = L(C) � L(A), assurdo. Quindi,se poniamo, C 0 = C � fvg avremo he C 0 � A. Inoltre L(A) � L(C) =L(C 0) + L(v), per ui ogni w 2 L(A) pu�o essere sritto ome w = w0 + �v,4



on w0 2 L(C 0) e � 2 K ; se � 6= 0 allora v = ��1w���1w0 2 L(A)+L(C 0) =L(A), assurdo; quindi deve essere w 2 L(C 0). Abbiamo dunque provato heL(A) = L(C 0); siome A �e linearmente indipendente ne segue he C 0 = A equindi C = A [ fvg, he �e quanto si doveva mostrare.In�ne i serve una aratterizzazione di L(A).Proposizione 1. Sia W = fw 2 V tali he 9n 2 N ; 9v : n �! A; 9� :n �! K tali he w =Pni=1 �ivig. Allora L(A) =W .Dimostrazione. Basta provare he W �e il pi�u piolo sottospazio vettorialehe ontiene A; l'unia veri�a he merita un ommento �e he W �e hiusorispetto alla somma: siano v0 = Pni=1 �ivi e w0 = Pmi=1 �iwi, de�niamo � :n+m �! K mediante �i = �i se 1 � i � n e �i = �i�n se n+1 � i � n+me de�niamo u : n+m �! A mediante ui = vi se 1 � i � n e ui = wi�n sen+ 1 � i � n+m; os�� si ottiene v0 + w0 =Pn+mi=1 �iui.Abbiamo quanto i serve per dimostrare he ogni spazio vettoriale ha unabaseTeorema 1. Sia V uno spazio vettoriale sul ampo K ; esiste un sottoinsiemeA � V linearmente indipendente he genera V .Dimostrazione. Sia X = fB � V tale he B �e linearmente indipendenteg.Non �e l'insieme vuoto perh�e ; 2 X . Ordiniamo X mediante l'inlusione.Otteniamo un insieme induttivo; sia infatti C una atena in X (vuol dire heC �e totalmente ordinato). A�ermo he B = SC2C C �e anora linearmenteindipendente.Usiamo il lemma 1: sia v0 2 B, proveremo he v0 =2 L(B � fv0g). EsisteD 2 C tale he v0 2 D e supponiamo per assurdo he v0 2 L(B � fvg)allora per la proposizione 1 esiste n 2 N , esiste v : n �! B � fv0g, esiste� : n �! K ; tali he v0 = Pni=1 �ivi; siome C �e una atena esiste C 2C tale he vi 2 C; 8i = 1; : : : ; n; per lo stesso motivo avremo he C � Do D � C; hiamiamo E il pi�u grande dei due; faiamo il punto: abbiamotrovato E 2 C tale he� v0 2 E� v : n �! E � fv0g� v0 =Pni=1 �ivi 5



Cio�e v0 2 L(E � fv0g) ontraddiendo il fatto he E �e linearmente indipen-dente. Dunque B 2 X ed �e un maggiorante di C.Per il lemma di Zorn X ha un elemento massimaleA. A�ermo he L(A) =V , infatti, se v 2 V � L(A) allora, , A [ fvg ontiene A ed �e linearmenteindipendente per il orollario 2;impossibile perh�e A �e massimale in X .La dimostrazione preedente pu�o essere failmente modi�ata per otte-nere il seguente risultato: siano C � B � V tali he C �e linearmente indi-pendente e B genera V . Allora esiste una base A di V tale he C � A � B,da ui segue in partiolare he ogni insieme linearmente indipendente pu�oessere ompletato a base e ogni insieme di generatori pu�o essere sfoltito abase, ome per gli spazi vettoriali �nitamente generati: basta infatti seglie-re X = fD � V tale he D �e linearmente indipendente e C � D � Bg eomportarsi esattamente ome nella dimostrazione appena �nita.
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