
Le bugiePino Vigna Suria8 12 2002Pinohio pensa un numero naturale ompreso tra 0 e 15 e hiede alGrillo Parlante di indovinarlo attraverso delle domande ui Pinohio potr�arispondere solo \s��"o \no". Naturalmente quattro domande oulate sonosuÆienti per determinare il numero, qualunque sia; addirittura il Grillo pu�opermettersi il lusso di manifestare tutte le domande in bloo e poi aspettarele risposte. Eo un esempio:� Domanda 1: Il numero appartiene all'insiemeD1 = f1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15g?� Domanda 2: Il numero appartiene all'insiemeD2 = f2; 3; 6; 7; 10; 11; 14; 15g?� Domanda 3: Il numero appartiene all'insiemeD3 = f4; 5; 6; 7; 12; 13; 14; 15g?� Domanda 4: Il numero appartiene all'insiemeD4 = f8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15g?Ponendo, per i =; 1; 2; 3; 4 ai = � 1 se la risposta alla domanda Di �e s��0 se la risposta alla domanda Di �e nosi ha immediatamente he il numero pensato da Pinohio �e P4i=1 ai2i�1: Inaltri termini il Grillo ha sempliemente hiesto le ifre binarie del numeroda indovinare. Osserviamo anhe he le quattro domande possono essere1



formulate ontemporaneamente os��: dividendo il numero he hai pensatoper 2i�1 si ha un quoziente dispari?Appro�ttiamo della demenziale failit�a dell'esempio per matematiizzar-lo, in modo di guadagnare famigliarit�a on il linguaggio he i permette di for-mulare, e poi risolvere, il problema molto pi�u sottile he vogliamo a�rontarein queste pagine.Una deisione �e un numero tra 0 e 15; una serie di domande �e una funzioneD : f0; : : : ; 15g �! f0; 1g4; una serie di domande rivelatrii �e una oppiaordinata (D;C) dove D �e una serie di domande e C : f0; 1g4 �! f0; : : : ; 15gsoddisfa C ÆD = id:Si tratta preisamente del problema he stiamo studiando: Pinohioseglie una deisione �; il Grillo assegna la funzione D, Pinohio alolaD(�) e lo omunia al Grillo, he sopre � = C(D(�)):Naturalmente il Grillo poteva segliere, invee di (D;C); qualunque altraoppia (f; f�1) dove f : f0; : : : ; 15g �! f0; 1g4 �e una orrispondenza biu-nivoa, ma in nessun altro aso l'inversa �e altrettanto semplie da alolareome per la funzione D e�ettivamente proposta.Il fatto he D abbia un'inversa a sinistra i die anhe he deve essereiniettiva e quindi l'indovinello non pu�o essere risolto on meno di quattrodomande.Cos�� �e tutto troppo faile e allora Pinohio si riorda del semplie ar-ti�io di poter mentire e ominia ad appro�ttarne spudoratamente; ma inquesto modo il gioo perde ogni fasino. Alla �ne il Grillo Parlante propo-ne una versione he garantise in divertimento senza sadere nella banalit�adell'esempio he abbiamo fatto:Pinohio potr�a segliere il numero e sar�a autorizzato, se lo desidera, amentire su una delle risposte: il Grillo dovr�a ugualmente indovinare il numeroon sette domande.Questa volta una deisione �e una oppia ordinata (�; i) dove � 2 f0; : : : ; 15g�e il numero da indovinare e i 2 f0; : : : ; 7g stabilise quando Pinohio men-tir�a (i = 0 se non i saranno bugie). L'insieme delle deisioni �e f0; : : : ; 15g�f0; : : : ; 7g e proporre una serie di domande rivelatrii non �e faile ome prima.Nondimeno possiamo trovarla e onviene usare on po' di algebra lineare.Equipaggiamo l'insieme f0; 1g on le usuali operazioni he lo trasformanoin un ampo K on 0 ome elemento neutro della somma, ed identi�he-remo sistematiamente Kn on f0; : : : ; 2n � 1g mandando l'n-upla ordinata(x1; : : : ; xn) in Pni=1 xi2i�1: 2



In K7 onsideriamo la base standard (ei)i=1;:::;7 e hiamiamo e0 il vettorenullo. Prendiamo poi la matrie A 2 M(3 � 7; K) la ui i-esima olonna �eostituita dalle ifre binarie di i; io�eA = 0� 1 0 1 0 1 0 10 1 1 0 0 1 10 0 0 1 1 1 1 1Ae de�niamo l'appliazione lineare LA : K7 �! K3 la ui matrie, rispettoalle basi standard, �e A: Ovviamente LA(ei) i fornise le ifre binarie dii 8i = 0; : : : ; 7:A questo punto il Grillo si trova un'appliazione lineare, he sar�a er-tamente iniettiva, T : K4 �! K7 in modo he ImT = kerLA e hiede aPinohio, he ha preso una deisione (�; i); di omuniargli T (�); natural-mente il burattino non fornise proprio T (�) os�� om'�e, ma alterato all'i�esima risposta, io�e, e questo �e il punto saliente di tutto il disorso,Pinohio omunia al Grillo T (�) + ei:Questo dato �e omunque suÆiente per svelare ogni mistero, infatti ba-sta alolare LA(T (�) + ei) = LA(ei) he i fornise le ifre binarie di i equindi die quale delle risposte �e stata alterata. A questo punto, avendoormai trovato T (�); il grillo sopre failmente � perh�e T �e iniettiva. La suainombenza diviene anora pi�u leggera se, al momento di produrre la T; si �eanhe prourato una S : K7 �! K4 tale he S Æ T = id:Adesso spieghiamo i dettagli su ome trovare la T e la S; he si riduonoad un faile eserizio di algebra lineare, e su ome hiedere a Pinohio dialolari T (�) in termini di sette domande on le risposte onsentite \s��"o\no".L'appliazione lineare LA ha evidentemente rango 3 e quindi il suo nuleoha dimensione 4: Possiamo usare x1; x2; x3; x4 ome variabili libere e os�� sitrova immediatamenteKerLA = f(x1; x2; x3; x4; x2 + x3 + x4; x1 + x3 + x4; x1 + x2 + x4)tali he (x1; x2; x3; x4) 2 K4gQuindi basta de�nire T medianteT (x1; x2; x3; x4) = (x1; x2; x3; x4; x2 + x3 + x4; x1 + x3 + x4; x1 + x2 + x4)3



De�nendo S : K7 �! K4 mediante S(x1; : : : ; x7) = (x1; : : : ; x4) si ha unaappliazione lineare tale he S Æ T = id ed �e immediata da alolare.Resta da vedere ome proporre le sette domande he obbligano Pinohio,he ha preso la deisione (�; i); a fornire T (�) + ei:Naturalmente assegnare la T equivale a dare le sette appliazioni lineariTi : K4 �! K de�nite da T1(x1; x2; x3; x4) = x1T2(x1; x2; x3; x4) = x2T3(x1; x2; x3; x4) = x3T4(x1; x2; x3; x4) = x4T5(x1; x2; x3; x4) = x2 + x3 + x4T6(x1; x2; x3; x4) = x1 + x3 + x4T7(x1; x2; x3; x4) = x1 + x2 + x4a ui vogliamo he Pinohio risponda \no"se � 2 KerTi: I sette sottoinsiemidi f0; : : : ; 15g he fornisono le domande sono dunque T�1i (1) per i = 1; : : : ; 7:Eo l'eleno ompleto.� Domanda 1: � appartiene all'insiemeD1 = f1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15g?� Domanda 2: � appartiene all'insiemeD2 = f2; 3; 6; 7; 10; 11; 14; 15g?� Domanda 3: � appartiene all'insiemeD3 = f4; 5; 6; 7; 12; 13; 14; 15g?� Domanda 4: � appartiene all'insiemeD4 = f8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15g?� Domanda 5: � appartiene all'insiemeD5 = f2; 3; 4; 5; 8; 9; 14; 15g?4



� Domanda 6: � appartiene all'insiemeD6 = f1; 3; 4; 6; 8; 10; 13; 15g?� Domanda 7: � appartiene all'insiemeD7 = f1; 2; 5; 6; 8; 11; 12; 15g?Sappiamo ome interpretare le risposte, ma esaminiamo un esempio onreto:osserviamo he tutti gli elementi di K7 possono essere proposti da Pinohio,infatti la funzione M : f0; : : : ; 15g � f0; : : : ; 7g �! K7he manda (�; i) in T (�)+ei �e iniettiva: seM(�; i) = T (�)+ei = T (�)+ej =M(�; j) alloraLA(ei) = LA(M(�; i)) = LA(M(�; j)) = LA(ej)e quindi ei = ej perh�e le olonne di A sono tutte diverse. Ne segue heT (�) = T (�) da ui � = � perh�e T �e iniettiva.Siome f0; : : : ; 15g � f0; : : : ; 7g e K7 hanno entrambi 128 elementi lafunzione M �e anhe suriettiva.Supponiamo, a titolo di esempio, he le risposte di Pinohio abbiano pro-dotto X = (0; 1; 1; 0; 1; 1; 1); allora XA = (1; 0; 1) io�e i = 1 + 22 = 5 e dun-que Pinohio ha mentito alla quinta risposta, io�e T (�) = (0; 1; 1; 0; 0; 1; 1)e � = S(0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) = 2 + 22 = 6:Se invee X = (1; 1; 1; 1; 0; 1; 0) allora XA = (0; 1; 0); i = 2; T (�) =(1; 0; 1; 1; 0; 1; 0) e � = S(1; 0; 1; 1; 0; 1; 0) = 1 + 22 + 23 = 13:
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