
Il teorema di Shr�oder-BernsteinPino Vigna Suria25 2 2004Lemma 1. Siano B � A insiemi e f : A �! A una funzione iniettiva talehe Imf � B; allora esiste una orrispondenza biunivoa h : A �! B.Dimostrazione. Per ogni numero naturale n de�niamo riorsivamente fn :A �! A mediante f 0 = idA; fn+1 = f Æ fn; poniamo inoltre, per ognin 2 N ; Xn = fn(A�B) e X = Sn2N Xn. Ci saranno utili alune osservazionisu questi insiemi:1. 8n 2 N ; fn �e iniettiva.2. fn Æ fm = fn+m.3. Per ogni n > 0; Imfn � B.4. se n < m; Xn\Xm = ;. Infatti se esistono x; y 2 A�B; tali he fn(x) =fm(y) = fn(fm�n(y)), allora x = fm�n(y) 2 B, assurdo.5. X = (A� B) [ f(X).De�niamo h : A �! B medianteh(x) = � x se x =2 Xf(x) se x 2 Xe veri�hiamo he1. h(x) 2 B; 8x 2 A; infatti, se x =2 X allora x =2 A� B e h(x) = x 2 B;se invee x 2 X allora h(x) = f(x) 2 B.1



2. h �e iniettiva; infatti se h(x) = h(y) si danno, potenzialmente, tre even-tualit�a: a) x 2 A � X e y 2 X, ma allora x = h(x) = h(y) = f(y)da ui segue he x 2 f(X) � X, assurdo; b) x; y 2 A � X e allorax = h(x) = h(y) = y; ) x; y 2 X e allora f(x) = h(x) = h(y) = f(y)da ui segue he x = y perh�e f �e iniettiva.3. h �e suriettiva; infatti, se y 2 B si danno due possibilit�a: a) y 2 X daui segue he y 2 f(X) e quindi esiste x 2 X tale he f(x) = y, maallora anhe h(x) = y, oppure b) y =2 X da ui h(y) = y.Il lemma �e dunque dimostrato.Teorema 1. Se A;C sono insiemi ed esistono due funzioni iniettive g :A �! C e p : C �! A, allora esiste una orrispondenza biunivoa � : A �!C.Dimostrazione. La funzione p : C �! p(C) �e biettiva e pÆg : A �! A �e unafunzione iniettiva la ui immagine �e ontenuta in p(C); per il lemma esisteuna orrispondenza biunivoa h : A �! p(C); ma allora � = p�1 Æ h �e unabiezione.
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