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Lemma 1. Siano B C A insiemi e f : A — A una funzione iniettiva tale
che Imf C B; allora esiste una corrispondenza biunivoca h : A — B.

Dimostrazione. Per ogni numero naturale n definiamo ricorsivamente f” :
A — A mediante f° = idy, f**' = f o f"; poniamo inoltre, per ogni
neN, X,=f"(A-B)e X =J,cn Xn- Cisaranno utili alcune osservazioni
su questi insiemi:

1. Vn € N, f" e iniettiva.
2‘ fn o fm — fn+m

3. Per ognin >0, Imf" C B.

4. sen < m, X,NX,, = 0. Infattise esistono z,y € A—B, tali che f"(x) =
f™y) = f"(f™"(y)), allora z = f™ "(y) € B, assurdo.

5. X = (A— B)U f(X).

Definiamo h : A — B mediante

e verifichiamo che

1. h(z) € B, Yz € A; infatti,se ¢ X alloraxz ¢ A— Be h(zx) =1z € B;
se invece © € X allora h(x) = f(z) € B.



2. h ¢ iniettiva; infatti se h(z) = h(y) si danno, potenzialmente, tre even-
tualita: a) v € A— X ey € X, ma allora xz = h(z) = h(y) = f(y)
da cui segue che x € f(X) C X, assurdo; b) z,y € A — X e allora
x = h(z) = hy) = y; ¢) z,y € X eallora f(x) = h(z) = h(y) = f(y)
da cui segue che x = y perché f ¢ iniettiva.

3. h & suriettiva; infatti, se y € B si danno due possibilita: a) y € X da
cui segue che y € f(X) e quindi esiste z € X tale che f(z) = y, ma
allora anche h(x) =y, oppure b) y ¢ X da cui h(y) = y.

Il lemma e dunque dimostrato. O

Teorema 1. Se A, C sono insiemi ed esistono due funzioni iniettive g :
A— Cep:C — A, allora esiste una corrispondenza biunivoca ¢ : A —>
C.

Dimostrazione. La funzione p : C — p(C') € biettivae pog: A — A & una
funzione iniettiva la cui immagine ¢ contenuta in p(C); per il lemma esiste
una corrispondenza biunivoca h : A — p(C); ma allora ¢ = p~' o h ¢ una
biezione. ]



