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1 Insiemi finiti

Per ogni numero naturale n poniamo 7 = {p € N taliche 1 < p < n}. In
particolare 0 = 0.

Definizione 1. Un insieme A si dice finito se esistono un numero naturale
n ed una biezione f :n — A.

L’insieme vuoto ¢ finito perché la funzione vuota 0 — ) & biettiva.

Lemma 1. Siano n,m € N. n < m se e solo se esiste una funzione iniettiva
n—m.

Dimostrazione. Se n < m l'inclusione m < T € iniettiva.

Viceversa, sia U = {n € N tali che , Vm € N, se esiste una funzione
iniettiva m — T allora n < m}. Proviamo che U = N. Certamente 0 € U.
Supponiamo che n € U e proviamo che n +1 € U. Sia dunque m € N e
f :n+1 — m una funzione iniettiva. Dobbiamo provare che n + 1 < m.
Certamente m # 0 perché non esistono funzioni (e dunque nemmeno funzioni
iniettive) ) # n+1 — 0 = 0. Quindi esiste p € N tale che m = p + 1.
Poniamo a = f(n + 1) e sia h : @ — m la biezione che scambia tra loro
a con m e fissa tutti gli altri elementi. Allora ho f : n+1 — ™ & ancora
iniettiva (in quanto composizione di due funzioni iniettive) e manda n + 1
in m = p+ 1, percio la sua restrizione a n € una funzione iniettiva m — p.
Siccome n € U avremo che n < pequindin+1<p+1=m. O

Se A ¢ un insieme finito, m,n sono numeri naturali e f : m — A, ¢ :
m — A sono biettive allora g7'of :m — me flog:m — 7 sono



iniettive , e dunque, per il lemma 1, n < m e m < n, cioe n = m. Tale
numero e detto il numero di elementi di A e indicato con #A, in particolare
10 = 0.

Il lemma 1 si generalizza nella

Proposizione 1. Siano A, B insiems finiti. A < B se e solo se esiste una
funzione iniettiva A — B.

Dimostrazione. Siano A =n, fB=m, f:n — A e g: m — B biezioni.
Se n < m, per il lemma 1 esiste una funzione iniettiva g : n — m. Ma
allora goho f~': A — B ¢ iniettiva.
Viceversa se h : A — B ¢ iniettiva, g ' o ho f : m — T ¢ iniettiva e
per il solito lemma n < m. O

Proposizione 2. Sia A un insieme finito, e B un insieme. Le sequenti
affermazioni sono equivalenti

1. B ¢ finito e 1B = fA.
2. FEsiste una corrispondenza biunivoca tra A e B:

Dimostrazione. 1 = 2 Supponiamo che fA =B =nesiano f : 1 — Ae
g : M — B delle biezioni. Allora go f~!: A — B & una biezione.

2 = 1 Supponiamo che fA =nesiano f:n — Aeg: A — B delle
biezioni. Allora go f: 7 — B & una biezione. m

Proposizione 3. Ogni sottoinsieme di un insieme finito ¢ finito, anzi se
tA=ne B C A allora 1B < {A. Se tB = A allora B = A.

Dimostrazione. Sia M = {p € N tali che esiste una funzione iniettiva p —
B}. Certamente M # () perché la funzione vuota 0 = ) — B ¢ iniettiva e
dunque 0 € M.

Affermo che, per ognip € M, p < n. Infatti, se esiste h : p — B ed esiste
f :m — A biettiva, allora la restrizione a B di f~! ¢ una funzione iniettiva
B — 7 e dunque la sua composizione con h € una funzione iniettivap — 7,
e, per il lemma 1, p < n. Quindi I'insieme non vuoto M e superiormente
limitato (da n) e dunque ha un massimo minore o uguale a n, chiamiamolo q.
Questo significa che ¢ € M, e dunque esiste una funzione iniettiva g : ¢ —
B, mag+1¢ M. Affermo che g & biettiva, il che conclude la dimostrazione.
Infatti se, per assurdo esiste b € B tale che b ¢ Img, allora possiamo definire



h:q+1— Bponendo h(t) = g(t) set € Ge h(q+1) = b. Questa funzione
¢ ancora iniettiva, contraddicendo il fatto che ¢ + 1 ¢ M.

Per quanto riguarda 'ultima affermazione, supponiamo, per assurdo, che
a € A—Beche g:n — B sia biettiva. Definiamo h : n + 1 — B ponendo
h(t) =g(t)set € me h(n+1) = a. Si tratta ancora di una funzione iniettiva
e allora f~' o h : n+ 1 — 7 sarebbe ancora iniettiva, contraddicendo il
lemma 1. O

Proposizione 4. L’unione di due insiemi finiti e disgiunti A, B ¢é finita, e
tAUB =14A+ 1B

Dimostrazione. Siano fA =n, tB=m, f:n — A e g: m — B biezioni.
Definiamo h : n + m — A U B mediante

h(t):{ f(t) se t<n

glt—n) se t>n

Notiamo che, se n <t < n+m allorat—n € m e quindi ha senso applicargli
la g. Si verifica facilmente che h € una biezione, I'unico punto non facilissimo
e cheset < nes>mnallora h(t) # h(s); ma h(t) = f(t) € A, mentre
h(s)=g(s—n)€e Be AN B ={. O

Proposizione 5. L’unione di due insiemi finiti e finita e
fAUB =4A+4B—-tANB

Dimostrazione. Notiamo che AN B ¢ finito in quanto sottoinsieme di A (si
veda la proposizione 3). Poniamo C' = B — (AN B), allora C' e AN B sono
disgiunti e quindi, per la proposizione 4, B = $C U (AN B) = 4C + AN B.
Ma anche AN C = () e, usando la stessa proposizione si ha che A + {C' =
tAUC =tAU B. Con un po’ di aritmetica infantile si conclude. O

Proposizione 6. Il prodotto cartesiano di due insiemi finiti € finito e
1A x B=#A-{B

Dimostrazione. Cominciamo trovando esplicitamente, per ogni n, m € N una
corrispondenza biunivoca tra gli insiemi m x m e nm. Sen =00 m =0
la funzione vuota assolve lo scopo. Supponiamo percio che i numeri siano
entrambi non nulli, e quindi anche nm # 0.
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La funzione o che ad ogni numero naturale p associa il suo successore p+1

stabilisce evidentemente una corrispondenza biunivoca tra {0,...,n—1} e7n
e anche tra {0,...,m — 1} e m e tra {0,...,nm — 1} e mm. Definiamo una
funzione

¢:{0,...,n—1} x{0,... m—1} — {0,...,nm — 1}

mediante ¢(p,q) = mp + q. Certamente, per ogni (p,q) € {0,...,n — 1} X
{0,...,m—1} avremo che 0 = 0Om+0 < pm+¢ < (n—1)m+m—1=nm—1,
e quindi la funzione effettivamente agisce tra i due insiemi proposti. Per
provare che e biettiva ragioniamo cosi: 1'algoritmo di divisione ci assicura che,

per ogni r € N, esistono e sono unici t € Ne s € {0,...,m — 1} tali che r =
tm + s. Ci basta allora verificare che, se r € {0,...,nm — 1}, allora t €
{0,...,n—1}, e difatti, se fosse t > n allorar = tm+s > tm > nm > nm—1.

Quindi la funzione v : m x m — nm data da
v(ry)=@-—1)m+y-1)+1=(E-1)m+y

€ una biezione.

Adesso passiamo al caso generale: siano fA =n, 4B=m, f:n— Ae
g : m — B biezioni. La funzione f X g : m x m — A x B che manda (p, q)
in (f(p),9(q)) & una biezione e allora (f x g) o¢~! & una biezione tra nm e
A X B. O

Definiamo un’operazione binaria interna su N mandando la coppia or-
dinata (n,m) in n™ definito ricorsivamente cosi: se m € N, m’ = 1 e
mtt =mn" . m.

Se A, B sono insiemi, denotiamo con B# l'insieme di tutte le funzioni
A — B. Se A = () allora, per ogni insieme B, B4 ha un elemento, la
funzione vuota.

Proposizione 7. Se A, B sono insiemi finiti anche B ¢ finito e
1B — 1B
Dimostrazione. Sia
U = {n € N tali che VA tale che fA = n,

Vm € N,VB tale che 4B = m, 4B* = m"}
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e cerchiamo di provare per induzione che U = N.

Le osservazioni sulla definizione dell’esponenziale di insiemi e numeri ci
garantiscono che 0 € U. Supponiamo che n € U e proviamo che allora anche
n—+1 € U. Sia A un insieme con n+ 1 elementi, m € N e B un insieme con m
elementi. Scegliamo a € A, poniamo A’ = A — {a}. Grazie alla proposizione
4, avremo che #A’ = n e quindi, dato che n € U, $B* = m™: Definiamo una
funzione 1 : B4 — B4 x B ponendo ¥(f) = (fiar, f(a)). Si vede facilmente
che 1 e una biezione e quindi, usando la proposizione 2 e la proposizione 6,
si ha che

¢BA = 4BY . tB=m" -m=m""

Quindi n + 1 € U e la dimostrazione ¢ conclusa. O

Corollario 1. Se A ¢ un insieme finito anche il suo insieme delle parti P(A)
loee

1(P(A) =2

Dimostrazione. Definiamo una funzione ¢ : R P(A) mediante ¥(f) =
{a € A tali che f(a) = 2}. Si vede facilmente che ¢ ¢ una biezione e quindi,
usando la proposizione 2 e la proposizione 7, si ha la tesi. O]

Per ogni numero naturale n ricordiamo che il fattoriale di n ¢ il numero
naturale n! definito per ricorsivita come segue: 0! =1, (n+1)! =n!-(n+1).
Se A ¢ un insieme, indichiamo con S4 l'insieme di tutte le biezioni in
A4 equipaggiando questo insieme con l'operazione di composizione si ha
un gruppo (non commutativo se A ha piu di due elementi) che si chiama il
gruppo delle permutazioni di A. Se A =7 si scrive S,, in sostituzione di Sz.

Proposizione 8. Se A ¢ un insieme finito anche S é finito e 454 = tA!.

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima il risultato nel caso A =n. Sia U =
{n € N tali che £S,, = n!}. 0 € U perché Sy = Sy ha un solo elemento, la
funzione vuota.

Supponiamo ora che n € U e dimostriamo che n + 1 € U. Poniamo
i1 = {0 € Spq tali che o(n + 1) = n + 1}. Evidentemente la funzione
1 — Sp che associa ad ogni elemento di 5], | la sua restrizione a 7 ¢ una

biezione e, visto che n € U, usando la proposizione 2 abbiamo che §S;, | = n!.

Per ogni a € n + 1 chiamiamo h® 'elemento di S,;; che scambia a con
n+ 1 e fissa tutti gli altri elementi di n + 1. Naturalmente A"*! = id 77 e,
perognia € n+1, h%oh®=id;y.



Definiamo ora una funzione
. ’ —_—
Y Sp1 — S,y xn+1

mediante () = (h*" Voo, 0(n+1)); cioe: dato o, calcoliamo a = o(n+1),

poi poniamo ¢’ = h® oo, che effettivamente sta in S, ; in quanto o’'(n+1) =

h*(o(n+1)) = h*(a) = n+ 1. Cosi abbiamo che (o) = (¢/,a) = (h* 00, a).
Definiamo poi una funzione

¢S, xn+1— S,

mediante ¢(o’,a) = h* o o’.
Verifichiamo che 1 e ¢ sono funzioni inverse l'una dell’altra, e quindi sono
biezioni. V(o',a) € S/, xn+1

bog(o' a) =¢(h00’) = (ko (h*00’),a) = ((h" o h*) 0 0'),a) = (0", a)
Vo € S,41 poniamo a = o(n + 1) e cosi
pop(o)=¢(h*oo,a)=hc(h*o0)=(h*oh%) oo =0

Dalle proposizioni 2 e 6 segue che §S,41 = S, ;-fn + 1 = nl-(n+1) = (n+1)!.

Nel caso generale, se fA =n e f :m — A € una biezione, si assegna una
corrispondenza biunivoca tra S, e S, mandando o in f oo o f~1. Di nuovo
si conclude con 'aiuto della proposizione 2. O

La lettrice attenta avra osservato, in queste note, una sgradevole invaden-
za delle funzioni iniettive a scapito di quelle suriettive. Ad esempio il lemma
1 dice, in soldoni, che non si puo andare dal grande al piccolo in modo iniet-
tivo, cioé senza ripetizioni. La nostra intuizione ci dice che non si puo andare
dal piccolo al grande in modo suriettivo, cioe coprendo tutto il codominio, il
che, in termini rigorosi, ci istiga a proporre la

Proposizione 9. Siano n,m € N. n > m se e solo se esiste una funzione
suriettiva m — m.

Disgraziatamente questo non e vero, infatti 5 > 0 ma non esistono fun-
zioni suriettive 5 — 0 = (), in quanto non esistono funzioni tout court tra
questi insiemi. Tuttavia I'unica eccezione e proprio questa patologia e quindi
possiamo correggere la congettura cosi:



Proposizione 10. Siano n,m € N.

1. Se esiste una funzione suriettiva m — m allora n > m.

2. Sen >m # 0 allora esiste una funzione suriettiva n — .

Dimostrazione. 1 = 2. Se n = 0, 'unica funzione n — m ¢ la funzione
vuota; essa deve essere suriettiva e allora m = 0 e quindi n > m.

Supponiamo ora n # 0 e che esista una funzione suriettiva f : n — m.
L’esistenza di tale funzione (non importa che sia suriettiva) impone m # 0.
Inoltre, per ogni y € M, l'insieme f~'(y) = {x € 7 tali che f(z) = y} non ¢
vuoto. Definiamo ¢ : m — 7 mediante g(y) = min f~!(y). Cosl otterremo
che f o g = idm, ed, in particolare, g e iniettiva. Per il lemma 1 abbiamo
proprio che m < n, la tesi.

2 = 1. La funzione f : n — m definita da

fz) =

r se r<m
1 se x>m

e palesemente suriettiva. O

Scimmiottando la dimostrazione della proposizione 1 si vede facilmente
che 1'ultima proposizione si generalizza facilmente nella

Proposizione 11. Siano A, B insiemi finiti.

1. Se esiste una funzione suriettiva A — B allora $A > #B.

2. Se B#0 e A > 1B allora esiste una funzione suriettiva A — B.

Proposizione 12. Siano A, B insiemi finiti tali che §A = §B. Una funzione
f A — B éiniettiva se e solo se ¢ suriettiva.

Dimostrazione. L’affermazione ¢ palesemente vera se A = B = (). Esclu-
diamo questo caso. Supponiamo che f sia iniettiva, ma, per assurdo, non
suriettiva, cioe Imf C B. Allora le funzione f : A — Imf ¢ ancora iniet-
tiva. Ma, per la proposizione 3, flmf < #B = #A e questo contraddice la
proposizione 1.

Viceversa supponiamo che f sia suriettiva ma, per assurdo non iniettiva.
Allora esistono x # y € A tali che f(x) = f(y) esia A’ = A — {x}. Allora,
sempre per la proposizione 3, A’ < §A = 4B e la funzione fj4 : A" — B ¢
ancora suriettiva. Questo contraddice la proposizione 11. O]



2 Sommatorie

Cominciamo con il definire la somma di n—uple ordinate.

Se X ¢ un insieme, si ricorda che, nonostante le molte definizioni o piu
spesso non-definizioni che si possono trovare in letteratura, una n—upla or-
dinata in X e semplicemente una funzione n — X, la 0—upla ordinata ¢ la
funzione vuota; l'insieme di tutte le n—uple ordinate in X viene indicato con
X" in luogo del classico X™. Se o : m — 7 & una funzione e v € X" allora
v o« e una m—upla ordinata in X. In particolare, se m < n la restrizione a
m di v € una m—upla ordinata.

Sia (V,+) un semigruppo abeliano, cioe V' & un insieme, + & un’operazio-
ne binaria interna associativa e commutativa su V', con elemento neutro 0.
Indichiamo con J,,. V" I'insieme di tutte le n-uple ordinate di V, al variare
di n tra i numeri naturali.

Possiamo definire per ricorsivita una funzione ¢ : | J
terizzata dalle seguenti condizioni

neN V" — V carat-

e Sev e VY ciod v ¢ la funzione vuota, allora ¢(v) = 0
e Per ogni n € N e per ogni v € V" ¢(v) = ¢p(vm) + vyt

Notiamo che, per ogni v € V!, ¢(v) = v;. In seguito, quando non saremo
piu condizionati da superstizioni ataviche, useremo una notazione molto pit
accattivante per la funzione ¢; la lettrice che si senta corazzata alle lusinghe
di una terminologia troppo rivelatrice puo azzardarsi a guardare subito alla
notazione 1 a pagina 10. A suo rischio.

Per ogni numero naturale n e per ogni £k < n definiamo «
mediante o (i) = n — k + 4 (in particolare o ¢ la funzione vuota e o
¢ lidentita). Conviene anche dare il nome pf : & — 7 alla funzione di
inclusione; evidentemente, se p < k < n abbiamo che

k

n:%—>ﬁ

k P k P _ P k p _ n—k+p P
Pn © P = pﬁ’ Qp O Qp =y, € Pp 00y =, © pnkarp (]')

La seconda condizione che definisce la funzione ¢ si scrive
Per ogni n € N e per ogni v € V!

$(v) = 6(vophi) +d(voay,) (2)

Lemma 2. Per ognin > 1 e per ogni v € V"

$(v) =vi+d(voap™) =g(vop,)+dvoay™)



Dimostrazione. Per induzionesun. Sen=1ev € V1, op(v) =vy =v;4+0=
v1 + ¢(voal) in quanto v o o ¢ la funzione vuota.
Per ogni n > 2 e per ogni v € V™! abbiamo che

$(v) = ¢(v o py1y) + GV oy ) = (01 +G(vop,0an™)) + (Vo) =
v+ (dvoan, o)+ voan oa,)) =+ g(voay,,)
che e quanto si desiderava. Si noti I'uso della proprieta associativa. O
Per generalizzare questo risultato abbiamo bisogno della

Proposizione 13 (Principio di induzione retrograda). Siano 1 < n € N ¢
U C 7 tale che

enclU

o Perognik en, sek+1¢e€U allorak € U.
Allora U = .

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che m— U non sia vuoto. Trattan-
dosi di un insieme limitato avra un massimo, k < n per la prima condizione.
Ma allora k + 1 € U mentre k ¢ U, contraddicendo la seconda. O

Proposizione 14. Per ogni k <n € N e per ogni v € V",
¢(v) = p(vopy) +d(voay™)

Dimostrazione. Sia U l'insieme dei k che soddisfano la proprieta. n € U
banalmente in quanto p? ¢ l'identita e o ¢ la funzione vuota.
Supponiamo che k +1 € U e sia v € V™. Sappiamo che

$(v) = d(vop,™) +p(voay™ )

k+1
n

$(v) = (¢(v o pr™ 0 piyy) + P(vo P o apyy)) + d(voay™ )

Usando la proprieta associativa e 1’equazione 1 abbiamo

$(v) = d(vop,) + (d(voay™op, ) +d(voay™ oapTi™h)
k

Infine applicando il lemma 2 alla (n — k)—upla v o o' " otteniamo

$(v) = d(vopy) + d(voay™)

cioe k € U e la dimostrazione ¢ conclusa. ]

Applichiamo I'equazione 2 alla (k + 1)—upla v o p*! e otteniamo



Finalmente, sicuri di non esercene fatti influenzare a causa della sua
assenza, introduciamo la notazione tradizionale.

Notazione 1. Per ogni k < n € N e per ogni v € V" definiamo

Cosi abbiamo che 2?21 v; =0, > i, ., v =0, rifrasando la proposizione
14, si ha Zle Vi + Y i Vi = Y i v; e, applicandola alla (n — k)—upla
v o a* abbiamo che, per ogni k < r < n vale 'onnicomprensiva

T

ZUH—Z%:Z% (3)

i=k+1 i=r+1 i=k+1

Notiamo che non abbiamo mai usato la proprieta commutativa. Ma adesso
lo facciamo.

Proposizione 15. Per ognin €e N, v e V", o € S,

d(voo)=o¢(v), cioé Zvi = ng(i)
i=1 i=1

Dimostrazione. Per induzione su n, sia U l'insieme dei numeri naturali per
cui vale la proposizione. Evidentemente 0 € U; supponiamo chen € U e siano
v € V™l eo €S, . Useremo pesantemente la terminologia introdotta nelle
dimostrazione della proposizione 8.

Esaminiamo prima due casi speciali. Supponiamo che o(n+1) =n + 1,
cioe oo pp | € S,, allora

n+1 n n+1

Z V(i) = Z V(i) T Vo(nt+1) = Z Vi + Upt1 = Z v;
1 1

1 1
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Adesso supponiamo che o scambi n + 1 con un elemento a € 7 e la-
sci fermi gli altri elementi di n+ 1 (cioé o ¢ uno degli h* menzionati nella
dimostrazione della proposizione 8). Allora

n+1 n+1 n
Zvaz ZU01)+ ZUU (i) — sz+vaa)+(zUa(i)+va(n+1)):
1 i=a+1 i=a+1
a—1 n a—1 n
(Z V(i) + Ung1) + ( Z V(i) + Va) = (Z Vo(i) + Unt1) + (Vg + Z Vo(i)) =
1 i=a+1 1 i=a+1
a—1 n
((ZUH-UnH) + V) + Z sz (Un41 +va)) + Z v =
1 i=a+1 i=a+1
a—1 n a—1 n
O vt (Watvar))+ Y. vi= (O vi+va) +vnr) + > vi=
1 1=a-+1 1 i=a+1
a—1 n
ZU +Ua vn—|—1+ Z Uz —Z U; ( Z Ui+Un+1) =
1 i=a+1 1=a+1
a n+1 n+1
Z v; + Z v; = Z V;
1 i=a+1 =1

Noioso ma facile. Il caso generale segue facilmente, infatti ogni o € S, ;1 puo
essere scritto come h* o7, dove 7 fissa n+ 1 e allora ¢p(voo) = ¢p(voh®oT) =
¢(voh*) =¢(v). Quindi n+ 1 € U e la dimostrazione ¢ conclusa. O

Se X ¢ un insieme indichiamo con Fin(X') I'insieme di tutti i sottoinsiemi
finiti di X.

Teorema 1. FEsiste un’unica funzione

Fin(X) x VX = 1%
(4, ) = Y ea f(a)

caratterizzata da
o Zaem f<a) =
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e VAcFin(X), A#0, Vac A, Y ., f(b) = > vea—iay f(0) + f(a)
In particolare, per ogni a € X, Zbe{a} f(b) = f(a).

Dimostrazione. Cominciamo a provare 'unicita. Siano
[, Y:Fin(X)x V¥ — V
due funzioni che soddisfano quanto richiesto, e sia
U = {n € N tali che VA € Fin(X) tale che 14 =n, Vf € V*, T'(A, f) = (4, f)}

Certamente 0 € U in quanto, per ogni f € VX, T'(0, f) = 0= X(0, f).
Supponiamo che n € U e sia A € Fin(X) tale che fA =n+1esiaa € A,
allora #(A — {a}) = n e, per ogni f € VX

P(A f) = T(A—{a}, [) + fa) = B(A = {a}, ) + fla) = B(A, f)

quindi anche n + 1 € U e 'unicita e provata.

Per quanto riguarda l'esistenza, se A € Fin(X) esiste un unico nume-
ro naturale n ed una corrispondenza biunivoca o : n — A. Per ogni
feVX foae V"eallora poniamo X(A, f) = > ,c4 f(a) = ¢(f o ).
Controlliamo che questa definizione non dipende dalla scelta di «. Infatti se
B :m — A & un’altra corrispondenza biunivoca, allora ¢ = 37 1oa €S, e
quindi, grazie alla proposizione 15, ¢(foa) = ¢(fof o) = ¢(f o 3).

Dobbiamo controllare che ¥ soddisfa le proprieta richieste. Se A = ()
allora foa € V% e quindi ¢(foa) =0. SetA=n+1lea € A, sia «a:
n — A —{a} una corrispondenza biunivoca. Definiamo una corrispondenza
biunivoca o’ : n+ 1 — A mediante o = aed(n+1)=a, cosi avremo
che

(A, f)=0(fod) =o(f o)+ (fod ) =2(A—{a}, f) + f(a)

e la dimostrazione ¢ conclusa. O

Prendendo (V, +) = (N, +) e indicando con 1 € N¥ la funzione che associa
1 ad ogni elemento di X avremo che, per ogni A € Fin(X), (A, 1) = §A.

Se A, B sono sottoinsiemi finiti e disgiunti di X anche AU B & un sot-
toinsieme finito di X, e per ogni f € VX, S(AUB, f) = X(A, f) + 3(4, f)
come si verifica facilmente per induzione su 8. Ma questa osservazione puo
essere generalizzata come segue
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Definizione 2. Una partizione di un insieme X é una famiglia

BC P(X) tale che VA#BeB, ANB=0e | JA=X
AeB

Se ogni A € B¢ finito e f € VX possiamo definire una funzione B — V
mandando A in fa = 3(A, f) = > ,c4 f(a), e quindi, per ogni sottoinsieme
finito C C B, abbiamo un significato per

> fa

AeC

Il caso piu importante ¢ quando X stesso € un insieme finito, nel qual caso
ogni sua partizione B ¢ finita, in quanto sottoinsieme di P(X) e ogni A € B
e finito in quanto sottoinsieme di X.

Teorema 2. Se X ¢ un insieme finito, B ¢ una sua partizione e f € VX

allora
Y @)= fa=> O fa)

acX AeB A€B acA

Dimostrazione. Per induzione su n = $X. Il caso n = 0, cioe X = () ¢
remarcabilmente sottile e verra esaminato in dettaglio; i possibili sottoinsiemi
di P(0) = {0} sono B =0 e C = {0}. La cretinata logica (implicazione con
ipotesi falsa) consente di appurare che entrambe sono partizioni di §) e quindi
vanno controllate.

In entrambi i casi avremo che ), f(a) = 0; inoltre ), fa = 0 perché
si tratta di una somma vuota mentre ) , . fa = 0 perché e la somma di un
solo elemento, e questo ¢ 0 essendo una somma vuota.

Supponiamo ora che il teorema sia vero per tutti gli insiemi con n elemen-
ti, che X =n+1, f € VX e B sia una partizione di X; prendiamo z € X e
sia A I'unico elemento di B tale che x € A. C =B — {A} U{A—{z}} ¢ una
partizione di X — {z}, e quindi, per ipotesi induttiva

Yo fla)=d fe= Y. [+ fam

aeX—{z} BeC BeB—{A}

da cui segue che

Y flay= D> fla)+f@)=) fo+flz)=

aeX a€X—{x} BeC
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(Y fe+fa) @)= Y fo+{aw+fl@)=

BeB—{A} BeB—{A}
Y. fotfa=) 1
BeB—{A} BeB
e la dimostrazione € conclusa. O

Questo teorema legalizza il celebre “scambio di sommatorie”che preoc-
cupa gli studenti scrupolosi. Se X = A x B e un prodotto cartesiano e
f: AxB — V manda (a,b) in fy allora sia {Ax {b}}beB che {{a} x B}aeA
sono partizioni di A X B e quindi

YO )= Y =D fw)

a€A beB (a,b)eAxB beB acA
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