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Capitolo 1

Spazi affini

1.1 Spazi affini

Definizione 1. Uno spazio affine é una terna ordinata (X, X, —) dove X ¢
un insieme, X € uno spazio vettoriale e

— X xX —X

¢ una funzione che manda la coppia ordinata (P,Q) nel vettore Q — P € X
e che soddisfa 1 sequenti assiomi:

A1 VP,Q,ReX R—-P=(R—-Q)+(Q—P).
A2VP e X, ve X 3Q € X tali che Q — P =v.

Se non c’@ pericolo di confusione denoteremo uno spazio affine (X, X, —)
semplicemente con X si pone dim X = dim X.

Gli elementi di X sono chiamati punti, e uno spazio affine gode delle
seguenti proprieta

Proposizione 1. Per ogni P,QQ € X
1. P-P=0.
2.Q—P=—(P-Q).

Dimostrazione. Prendendo in A1 P =@ = Rsitrova P—P=(P—P)+
(P — P) e, semplificando, si ha il primo risultato. Prendendo P = R si trova

(P-Q)+(Q—P)=P—-P=0. O



Se P € X e v € X indichiamo con la notazione P 4 v 1'unico punto Q
tale che () — P = v. In questo modo si ottiene una funzione

+:XxX —X
che gode delle seguenti proprieta
1.VPeX P+0=P.
2.VPe X, Yo,w € X P+ (w+w)=(P+v)+w
3.VPQe X, WweX, (P+v)—Q=(P—-Q)+v.

la prima affermazione e ovvia, per quanto riguarda la seconda poniamo ) =
P+ve R=Q+w;si tratta di verificare che R — P = v + w, e questo segue
da Al e dalla commutativity della somma in X. La terza affermazione si
prova cosi: sia R = P+wv, allora R—Q = (R—P)+(P—-Q) =v+(P—-Q) =
(P—-Q)+w.

Se V' e uno spazio vettoriale possiamo costruire uno spazio affine, che
denoteremo ancora con V, definendo X = X = V e — come la effettiva
differenza di vettori. In questo senso siamo autorizzati ad interpretare ogni
spazio vettoriale come spazio affine.

Se X ¢ uno spazio affine e O € X, I'assioma A2 dice precisamente che la
funzione ¢o : X — X definita da ¢o(P) = P — O & una corrispondenza
biunivoca.

Proposizione 2. Sia X uno spazio affine e ) #Y C X. Se O €Y e ¢o(Y)
¢ un sottospazio vettoriale di X allora, per ogni P € Y, ¢o(Y) = ¢p(Y).

Dimostrazione. Siav € ¢o(Y') e poniamo @) = P+wv allora Q—0 = (Q—P)+
(P=0)=v+(P—-0) € ¢po(Y)ealloraQ €Y, quindiv=0Q—P € ¢p(Y).

Viceversa, se v € ¢p(Y) allora @ = P4+v € Y e, di conseguenza, @ —O €
¢o(Y); nesegue chev=Q—-P=(Q—-0)+(0O—-P)=(Q—-0)—(P-0) €
po(Y). u

Definizione 2. Sia X wuno spazio affine e Y C X. Si dice che Y ¢ un
sottospazio affine di X se Y é wvuoto oppure, per ogni O € Y, ¢o(Y) & un
sottospazio vettoriale di X ; in tal caso ¢o(Y'), che, alla luce della proposizione
precedente non dipende da O € Y, si chiama la giacitura di Y e si indica con
Y. Si usa allora la notazione Y € X.



Se Y €4 X e Y non e vuoto, la restrizione di — a Y x Y assume tutti i
suoi valori in Y e (Y,Y, —) & uno spazio affine. Si dice che uno sottospazio
affine Y di X passa per P€ X se PeY.

Esempio 1. Se W< X ¢ P € X allora P+ W = {P +w tali che w € W}
¢ l'unico sottospazio affine di X che passa per P e ha W come giacitura;
in altri termini ogni sottospazio affine non vuoto e determinato da un suo
qualunque punto e dalla sua giacitura.

Tutti 1 singoletts di X e X stesso sono sottospazi affini di X. I sottospazi
affini di dimensione 1,2,dim X — 1 sono chiamati, rispettivamente, rette,

piani e iperpiani; per un tollerabile abuso chiameremo punti ¢ singoletts di
X.

SeY,Z 4 X alloraYNZ ¢ il piu grande sottospazio affine di X' contenuto
mYedinZ SeYNZ#PalloraYNZ=YNZ.

Definizione 3. Siano Y, Z sottospazi affini di uno spazio affine X ; si dice

cheY e Z sono paralleli se almeno uno dei due é vuoto oppure Y C Z oppure
ZCY.

Proposizione 3. Se Y, Z sono sottospazi affini paralleli di uno spazio affine
XalloraoYNZ=00Y CZoZCY.

Dimostrazione. Se O € YNZ eY C Z allora, per ogni P € Y, P -0 €

Y=P-0¢cZ= PcZ. Analogamentese Z C Y. m
E facile trovare esempi di sottospazi affini disgiunti ma non paralleli.
Sia (Py,...,P,+1) una (n + 1)-upla ordinata di elementi di uno spazio
affine X.
Definizione 4. Si dice che i punti Py, ..., P,11 sono affinemente indipen-
denti o wn posizione generica se i vettori P, — Pyiq,..., P, — P,i1 sono
linearmente indipendenta.
Si dice che (P, ..., Py,y1) € un riferimento affine di X se la n-upla ordi-

nata (P, — Puy1,..., Py — Poy1) ¢ una base di X.

Se P = (Py,...,P,;1) & un riferimento affine di X indicheremo con P la
base (P — Pyy1, ..., Py — Puiq).

Se P € X e B & una base di X allora, ponendo, per ognii = 1,...,n, P, =
P +b; e P,y1 = P, si ottiene un riferimento affine di X; in definitiva un



riferimento affine puo essere assegnato anche dando un punto e una base per
X.

Se V & uno spazio vettoriale che ha una base standard £ e viene inter-
pretato come spazio affine il suo riferimento affine €& = (eq, ..., e,,0) prende
I'aggettivo standard.

SeP = (Py,...,P,11) ¢ unriferimento affine di X e P € X allora P—P,
puo essere scritto, in modo unico, come

P—P,,= Zﬂﬁ P Pn+1

e la n-upla ordinata (z1,...,z,) € K" ¢ detta la n-upla delle coordinate affini
di P rispetto a P.

1.2 Mappe affini

Siano (X, X, —) e (Y,Y, —) spazi affini, f : X — Y una funzione e O € X;
possiamo definire una funzione fo : X — Y mediante fo = ¢y o fo by,
cioe fo e l'unica funzione che rende commutativo il diagramma

x Ly
do | 1 @50
X lo, v

Piu rapidamente fo € definita dal fatto che , per ogni P € X, fo(P—0) =
f(P)— f(O). Notiamo che fo ¢ iniettiva (suriettiva) se e solo se f lo ¢ e che
fo(0) = 0, mentre non ¢ affatto detto che fo sia lineare. Ma se ¢ cosi. . .

Proposizione 4. Se fo ¢ lineare allora, per ogni P € X, fo = fp.

Dimostrazione. Per ogni v € X poniamo Q = P + v allora
fr(v) = fr(@ — P) = f(Q) — f(P) = (f(Q) = f(O)) + (f(O) = f(P)) =

(f(@Q)=f(O)=(f(P)=f(O)) = fo(Q—0)—fo(P-0) = fo
= fo((Q —0)+ (0 —P))= fo(Q - P) = fo



Definizione 5. Si dice che f : X — Y ¢ una mappa affine se, per ogni
O € X, foélineare. La funzione f = fo € Hom(X,Y') ¢é detta la giacitura
di f.

L’insieme di tutte le mappe affini da X a Y si denota con Aff(X,Y).

Esempio 2. 1. L’dentita idx € una mappa affine e la sua giacitura e
ids.
2. Le funzioni costanti sono affini e la loro giacitura € la mappa nulla.
3. La composizione di due mappe affini f,q é affine e go f =Go f
4. Siano V,W sono spazi vettoriali sul campo K e T € Hom(V,W).
Interpretando Ve W come spazi affini si ha che T é affine e T =T.

—-1

5. Se f ¢ affine e biettiva allora anche f~' ¢ affine e f~1 = f .

6. SePeX,QeY eTc Hom(Y_,Y) esiste un’unica mappa affine f €
Aff(X,Y) tale che f(P) = Q e f = T. Infatti possiamo e dobbiamo
definire, per ogni R € X, f(R) =Q+ T(R — P).

7. Se (Py,...,Pyi1) € un riferimento affine di X e (Q1,...,Qnt1) € una
(n 4+ 1)-upla ordinata in'Y esiste un’unica mappa affine f € Aff(X,Y)
tale che f(P)=@Q; Yi=1,...,n+1.
Siano X, Y spazi affini, P = (Py,..., Puy1), Q= (Q1,...,Qm1) riferi-
menti affini per X e Y rispettivamente

Definizione 6. Se f € Aff(X,Y) la matrice di f rispetto a P e Q ¢ la

matrice
A «

W@U):<O l)eaM«m+1qu+UﬂQ
dove A = Mg(?), 0 ¢ il vettore nullo di M(1 x n;K) e a € M(m x 1;K) ¢
dato da a = (au, ..., )" dove f(Pry1) = Qmir = D050, aj(Q5 — Qi)
L’utilita principale di tale matrice e data dal seguente

Teorema 1. Se (x1,...,x,) sono le coordinate affini di P rispetto a P e
(Y1, -, Ym) Sono le coordinate affini di f(P) rispetto a Q, X = (x1,...,2,)",
Y = (y1,...,ym)" allora

AX+a—YmmM&ﬁ(f)—(§>



Dimostrazione.

Zy] Qerl f(P>_Qm+1 = (f(P) _f(Pn+1>>+(f( n+1) Qm+1>

T(P_Pmrl)"’z aj —Qm+1) = Z 2;(P;—Pri1) ‘1‘2 CY] —Qms1) =

j=1

ZIL‘J(PZ — Poy1) + Z%‘(Qa‘ — Qmt1) =
i=1 Jj=1

m

NE

X

a;i(Qj — Qm+1) + Z%‘(Q;’ — Qmt1) =
7j=1

1

=1 j
n

(Z a]lxl>(Q Qerl + Z aj Qm+1) =

NE

j=1 i=1
Z(Z a;it; + ;) (Qf — Q1)
j=1 i=1

e la tesi segue dall’unicita delle coordinate. O

Inoltre la matrice della composizione di mappe affini e il prodotto delle
rispettive matrici.

Definizione 7. Una mappa affine f € Aff(X, X) ¢ detta traslazione se f =
id+.

Proposizione 5. f € Aff(X, X) ¢ una traslazione se e solo se esiste v €
X tale che f(P)=P+v, VPeX.

Dimostrazione. = Scegliamo a caso O € X e poniamo v = f(O) — O e
sia P € X; allora f(P) — P = (f(P) — f(O)) + (f(O) —0) + (0O - P) =
f(P-0)+v+(0—-P)=(P-0)+v+(0—-P)=v.

<« Scegliamo a caso O € X, allora, per ogni w € X, f(w) = f(O
w)— f(O)=O0+w+v)—(0O+v)=((O+v)+w)—(0O+v) =w.

Per ogni v € X indicheremo con T, la traslazione definita da T,(P) =
P + v, per ogni P € X.



Proposizione 6. Siano X,Y spazi affini, f € Aff(X)Y), X' 4 X, Y €Y.

1. f(X') 4Y e, se X' #0, f(X') = f(X).

— =1

2. f7HY") 4 X ¢, se non & vuoto, fHY") = f (V).

Dimostrazione. 1. Se X' = ) allora f(X') = 0; se O € X' allora f(O) €
f(X"); dobbiamo anzitutto provare che ¢o)(f(X')) & un sottospazio
di Y e dimostreremo anche la seconda affermazione controllando che

¢r0)(f(X')) = F(X').

w € ¢p0)(f(X') = f(O)+w e f(X') = 3P € X' tale che f(P) =
f(O) +w ciot w= f(P)— f(O)= f(P—-0);ma P—0 € X"
Viceversa, se w € f(X'), Jv € X’ tale che f(v) = w; ma allora O+v €
X" e quindi f(O+v) € f(X') e dunque f(O+v)—f(O) € ¢s0)(f(X'));
la tesi segue ora dal fatto che f(O +v) — f(0) = f(v) = w.

2. Se O € f~1(Y") allora f(O) € Y e dobbiamo provare che ¢o(f~'(Y”))
e un sottospazio di X; come sopra qui proveremo anche I’altra afferma-

zione controllando che ¢o(f~1(Y")) = F  (Y7).

b€ GOl Y)) = Ot v e fHY) = F(O+0) €Y = F(v) =
FO+0) = fO) eV =vef (V).

Viceversa v € 7_1(?) = f(v) €Y' = f(O+v) = f(O)+ f(v) €

Y= O0+ve f YY) = v e dolf 1 (Y)).
0

E facile vedere che le immagini di sottospazi affini paralleli mediante una
mappa affine sono ancora paralleli. Se X' <« X mnon e vuoto e O € X’
prendiamo una p-upla di generatori (vy, . ..,v,) di X’; avremo che P € X' <
P-0eX =L(v,...,vp) & I\i,..., A € Ktaliche P -0 = 37" \ju;.

Sepoi P = (P, ..., P,y1) ¢ un riferimento affine di X, allora, per ogni j =

1,...,p, esistono degli scalari a;y, ..., a;, tali che v; = > 7" | a;;(P;— Poy1) €
degli scalari (o, ..., o) tali che O — P,y =30 a;(P,— Poy1). Se P e X
e (x1,...,x,) sono le sue coordinate affini rispetto a P avremo che

PeX' @foi(ﬂ—f’nﬂ)—zaz‘(ﬂ—ﬂﬂ) =(P=Puy1)—(O=Pyp1) =
=1

=1



D n

P_O:Z)\jzajz‘(Pi_Pn—H)
j=1 i=1

da cui, con un conto ormai familiare, si deduce che P € X’ se e solo se

r = o1+ )\1@11 + ...+ )\papl
To = Q9+ >\1a12 + ...+ )\papg

Tp = Qp+ NG, + ..+ Aplpp.

Queste equazioni si chiamano le equazioni parametriche del sottospazio affine
X' rispetto al riferimento affine P. La lettrice ¢ invitata a scriverle in modo
piu compatto usando il linguaggio delle matrici.

Ricordiamo un risultato di algebra lineare che useremo immediatamente:

Proposizione 7. Sia V uno spazio vettoriale e U<V'; sia dimV =n, dimU =
p; esiste un’applicazione lineare T € Hom(V, K" P) tale che KerT = U.

Dimostrazione. La proposizione ¢ evidentemente vera se p = 0, basta pren-
dere un isomorfismo tra V e K".

Se p > 0, sia B una base per V scelta in modo che (b,_p+1,...,0b,) sia
una base di U e consideriamo la base duale B* = (b,...,b). Definiamo T
ponendo

T(v) = (b (v),...,b5_ (v)) € K*P

y Yn—p
Evidentemente T e lineare.
Se u € U allora u = Z?:n_pﬂ x;b; e quindi, per ogni j=1,....,.n—p
bi(u) = >, e 2ib5 (b)) = 0 e dunque u € KerT'.
Viceversa, se v = » . x;b; ¢ U, allora esiste j = 1,...,n — p tale che
z; # 0 da cui segue che bj(v) # 0 e quindi v ¢ KerT'. O

Corollario 1. Siano ) # X' €4 X, dimX = n,dim X' = p; esiste una
mappa affine f € AF(X,K"P) tale che X' = f~1(0).

Dimostrazione. Siano O € X', T € Hom(X, K" ?) tale che KerT = X' e sia
f+ X — K" I'unica mappa affine tale che f(O) = 0e f =T. Avremo
allorache Pe X' & P-0 € X' & 0= f(P-0) = f(P)—f(O)= f(P). O



Siano P un riferimento affine di X, & il riferimento affine standard di

Ko MEG) =

0 1) Sia poi P € X e (z1,...,x,) le sue coordinate

affini rispetto a P; alla luce del teorema 1 avremo che P € X' & AX +a =0,
che, scritto per disteso, ammonta a

a11T1 + e T A1y + o = 0
211 + ... 4+ aonT, + a9 = 0
Up—p1T1 + ... + Quopn®, + an—p = 0.

E questa ¢ un’equazione cartesiana di X' rispetto a P. Notiamo che, per il
teorema nullita +rango, la matrice A ha rango n — p.

1.3 Relazioni tra affine e vettoriale

Abbiamo gia visto che ogni spazio vettoriale puo essere interpretato come
uno spazio affine e ogni applicazione lineare e anche affine. In particolare, se
V, W sono spazi vettoriali e ' € Hom(V, W), allora, per ogni w € W I'insieme
T~1(w) & un sottospazio affine di V, la cui giacitura ¢ KerT. L’esempio pil
eclatante di questo fenomeno e I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare.
In realta, a meno di isomorfismi affini, ogni spazio affine nasce in questo
modo.

Definizione 8. Uno spazio di Mébius é una coppia ordinata (V,«) dove V
e uno spazio vettoriale e 0 # o € V*.

Se (V,a) ¢ uno spazio di Mobius, allora l'insieme {a = 1} = {v €
V tali che a(v) = 1} ¢ un sottospazio affine di V, e la sua giacitura ¢
{a = 0} = Kera. Naturalmente sia {a = 1} che {a = 0} hanno dimensione
uguale a dim V' — 1.

Proposizione 8. Sia (X, X, —) uno spazio affine di dimensione n. FEsiste
uno spazio di Mébius (V,a) ed un isomorfismo affine J : X — {a=1}. In
queste circostanze si dice che (V,«) é un’estensione vettoriale di X mediante
J.

10



Dimostrazione. Basta scegliere V = K" e a : K" — K definita da
a(xy,...,Tpy1) = Tpp1 per trovare lo spazio di Mébius. Per trovare la
J scegliamo un riferimento affine (Py,..., P,41) di X e definiamo J(P) =
(z1,...,2y,1), dove P — Py = > xi(P; — Pyy1); le poche verifiche

necessarie sono facilissime. O

Naturalmente esistono tanti spazi di Mobius che contengono (una copia
isomorfa di) un determinato spazio affine e anche la sua giacitura, nel senso
della proposizione §; fortunatamente tra loro esiste un preciso legame.

Definizione 9. Siano (V,«) e (U, B) spazi di Mébius. Un’applicazione lineare
T € Hom(V,U) viene detta applicazione baricentrica se 5o T = «. Viene
detta isomorfismo baricentrico se ¢ anche biettiva. Ovviamente in questo caso
anche T~ & un isomorfismo baricentrico.

Proposizione 9. Siano (X, X, —) uno spazio affine e (V,a) una sua esten-
sione vettoriale mediante J : X — {a = 1}. Se W ¢é un qualunque spazio
vettoriale e f : X — W ¢é una mappa affine esiste un unica F' € Hom(V, W)
tale che FoJ = f.

Dimostrazione. Sia v € V tale che a(v) = 1; allora V' = L(v) & Kera e allora
possiamo e dobbiamo definire

F(w+w)=AfoJ (v) + foJ H(w)

per ogni A € K e ogni w € Kera. Si tratta di verificare che F' e lineare e che
FoJ=f, ma e facile. m

In queste circostanze diremo che F' ¢ 'unica estensione lineare di f, o
anche I'omogeneizzazione di f. In particolare o € I'unica estensione lineare
della funzione X — K che vale costantemente 1.

Corollario 2. Siano (X, X, —) uno spazio affine, (V,a) un’ estensione vet-
toriale di X mediante J : X — {a =1} e (U,3) un’ estensione vettoriale
di X mediante j : X — {f = 1}. Esiste un’unico isomorfismo baricentrico
T € Hom(V,U) tale che T o J = j.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente esiste 7' € Hom(V,U) tale
che T o J = j ed esiste S € Hom(U, V) tale che S o j = J; da cui segue
che SoT oJ = J; ma e ovvio che idy o J = J, dall’unicita si deduce che

11



S oT = idy. Analogamente si ha che T o S = idy, e quindi S,7T sono
isomorfismi lineari, uno l'inverso dell’altro.

Inoltre foTo.J vale costantemente 1 su X e quindi foT" e 'unica estensione
lineare di tale mappa. Ma anche « lo e e quindi T" e baricentrico. O

1.4 Spazi affini euclidei
In questa sezione il campo degli scalari ¢ R.

Definizione 10. Uno spazio affine euclideo & una quaterna ordinata (X, X, =, (, ))
dove (X, X, —) & uno spazio affine e (, ) é un prodotto scalare su X.

In uno spazio affine euclideo possiamo definire la distanza tra punti di
X ponendo d(P,Q) = |Q — P| = /(Q — P,Q — P), e, come conseguenza
della proprieta della norma negli spazi vettoriali euclidei questa funzione
d: X x X — R gode delle seguenti proprieta

e Perogni P,Q € X, d(P,Q) =d(Q,P) > 0.
e Perogni PQ e X, d(P,Q)=0& P =Q.
e Per ogni PQ,R € X, d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R),(disuguaglianza

triangolare).

Cioe (X, d) e quello che i matematici chiamano uno spazio metrico.

1.5 Isometrie

Definizione 11. Siano X,Y spazi affini euclider; una mappa affine f :
X — Y ¢ detta isometria se f € O(X,Y).

Lemma 1. Siano V, W spazi vettoriali euclidei e T : V — W una funzione
(insiemisticalll!) che soddisfa

e T(0)=0.
e Vo,weV, |T(v) —T(w)| =|v—uw|.
Allora T € O(V,W).

12



Dimostrazione. Prendendo w = 0 avremo, in particolare, |T'(v)| = |v|, Vv €
V', e poi, per ogni v,w € V

T(0)]* = 2(T(v), T(w)) + T (w)[* = |T(v) — T(w)|* =

v —wl* = [v]* = 2(v, w) + |w]?

da cui segue che (T'(v),T(w)) = (v,w), Yv,w € V.

Per provare che T ¢ lineare ci basta verificare che, per ogni v,w €
V, (T(v+w)—T(v) —T(w), T(v+w)—T(v) —T(w)) =0 e che, per ogni
veV, XeR, (T(\)— AT(v), T(Av) — AT'(v)) = 0; entrambe le verifiche

sono un calcolo facilissimo. O

Teorema 2. Siano X,Y spazi affini euclidei, f : X — Y una funzione di
msiemi; le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. f é un’isometria.

2. Per ogni P,Q € X, d(f(P), f(Q)) =d(P,Q).

Dimostrazione. 1 = 2 e una banalita.

2 = 1. Sia O € X e proviamo che fo : X — Y € O(X,Y). Alla
luce del lemma precedente ci basta provare che fo(0) = 0 e che, per ogni
v,we X, [fo(v) = fo(w)| = v —wl; |fo(0)] = [f(O+0) = f(O)| = [f(O) =
f(O)] = 0; inoltre [fo(v) — fo(w)| = [f(O+v) = f(O) = F(O+w) + f(O)] =
d(f(O+v), f(O4+w)) =dO+v,0+w)=[0+v—-(0O+w)|=|v—w|. O

Nel seguito ci occuperemo di mappe affini ed isometrie in cui dominio
e codominio coincidono. In particolare indicheremo con il simbolo Aff(X)
I'insieme di tutte le mappe affini e biettive da uno spazio affine X a se stesso
e con Is(X) I'insieme di tutte le isometrie da uno spazio affine euclideo X a
se stesso; gli elementi di Aff(X) sono chiamati affinita di X, quelli di Is(X)
sono le isometrie di X. Questi due insiemi, equipaggiati con la consueta
composizione di funzioni, sono due sottogruppi del gruppo delle permutazioni
di X.

Definizione 12. Siano X uno spazio affine euclideo, f € Is(X), A C X.
Si dice che f fissa A se, per ogni a € A, f(a) = a. L’insieme di tutte le
f €1s(X) che fissano A viene indicato con Is(X, A).

Proposizione 10. Siano X uno spazio affine euclideo, A C X ; l'insieme
Is(X, A) é un sottogruppo di Is(X).
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Viceversa, se f € Is(X) indichiamo con F(f) l'insieme dei punti di X
fissati da f.

Proposizione 11. Per ogni f € Is(X), F(f) €4 X.

Dimostrazione. L’affermazione ¢ corretta se F(f) = ); supponiamo dunque
che O € F(f). Notiamo che P € F(f) & f(P) =P & f(P) - f(O) =
P—-0O<% f(P—0)=P—0;cioe ¢po(F(f)) = Ker(f — idy). O

1.6 Classificazione delle isometrie del piano

In questa sezione supporremo sempre che X sia uno spazio euclideo di di-
mensione 2, cioe un piano euclideo.

Proposizione 12. Se f € Is(X) ha tre punti fissi non allineati allora f =
idy.

La dimostrazione segue immediatamente dal punto 7 dell’esempio 2.

Proposizione 13. Se f € Is(X) ha due punti fissi allora f = idx oppure é
una riflessione che ha per asse la retta che passa per tali punti.

L’enunciato, per quanto intuitivo, € un po’ sibillino; lo esplicitiamo a
beneficio della lettrice timida: detti P, P, due punti fissati da f, si vuole
intendere che, per ogni P € X,

f(P)—P € L(P,— P))* eche P+ L(f(P)—P) € P+ L(P,— P). La
dimostrazione di questa proposizione ed alcune che seguiranno faranno pe-
sante riferimento alla classificazione degli operatori ortogonali in dimensione

2.

Dimostrazione. L’ipotesi dice che f ha 1 come autovalore (e P, — P, ne ¢
autovettore). Se f # idy allora anche —1 ne ¢ autovalore e l'autospazio di
—1 & proprio L(P, — P;)*; sia u un generatore di £L(P, — P;)*. Per ogni
PeX, P-P =x(P,—P)+yue f(P— P) =x(P, — P)) — yu; ne segue
che

(f(P)=P,P,—P)=(f(P) = f(P),P,—P)—(P—-P,P,—P) =

(J(P=P),P,—P))—(P—P,P,— P) =
(@(P = 1) —yu, P, = P1) — (x(P — P1) +yu, P, — Py) =
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$<P2—P1,P2—P1>—1’<P2—P1,P2—P1>:O.

Anche la verifica della seconda eguaglianza ¢ facile, dovendosi solo verificare
che (P — P\) + 3(f(P) — P) € L(P> — P,); si puod procedere cosi:

(P—P)+ 5(J(P) = P) = (P~ P+ L(/(P) ~ J(R) + P, — P) =
(P~ P+ 5(F(P~ R)+ P~ P) =
(P—P)+ %(x(Pg —P)—yu—a(Py— P) —yu) =x(P, — P) +yu—yu

O

Proposizione 14. Se f € Is(X) ha un solo punto fisso allora é una rotazione
non banale intorno a tale punto.

Dimostrazione. Sia O il punto fisso di f. f € O(X) e quindi puo essere solo
una rotazione o una riflessione; ma nel secondo caso ha un autovettore v e
allora f(O +v) = f(O)+ f(v) = O+ v e cosi O + v & ancora un punto fisso
di f, assurdo. Quindi f & una rotazione, certo non banale perché altrimenti
tutti i punti di X sarebbero fissi. O

Proposizione 15. Se f € Is(X) non ha punti fissi allora é una traslazione
oppure la composizione di una traslazione T, e una riflessione intorno ad una
retta parallela a v, cioé una glissoriflessione.

Dimostrazione. f pud essere solo una rotazione o una riflessione; esaminiamo
separatamente i due casi:

£ & una rotazione. Se & I'identita allora f & una traslazione, e vinciamo. Se
non lo e, certamente 1 non e un suo autovalore, e quindi I’applicazione lineare
f—ids & un isomorfismo. Sia O € X esiau € X tale che f(u)—u = O—f(O);
allora f(O +u) = f(O) + f(u) = f(O) + (O — f(O) +u) = O + u, assurdo.

f ¢ una riflessione e quindi X = X; @ X_;; sia O € X e scriviamo
f(O) =0 =v+wcon f(v) =ve f(w) = —w; poniamo g = T_, o f, cosi

g=1Fle
w w w w w
gO+—=)=9g0)—==fO0)—v—==04+v+w—v——=0+ —,
2 2 2 2
quindi g ¢ la riflessione intorno a O + § + L(v) e f = T, o g ¢ una glissori-
flessione. O
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Capitolo 2

Spazi proiettivi

2.1 Spazi proiettivi

Questa sezione ha bisogno di un richiamo che risale addirittura alla teoria
elementare degli insiemi. Una relazione R su un insieme X e un sottoinsieme
del prodotto cartesiano X x X; se (a,b) € R si dice che a ¢ in relazione con
b e si scrive aRb; una relazione R su X e detta

e riflessiva se, per ogni a € X, aRa.

transitiva se, per ogni a,b,c € X, aRb e bRc implica aRc.
e simmetrica se, per ogni a,b € X, aRb implica bRa.

e antisitmmetrica se, per ogni a,b € X, aRb e bRa implica a = b.

Una relazione R su X e detta d’ordine se ¢ riflessiva, transitiva e antisimme-
trica, ed e detta d’equivalenza se é riflessiva, transitiva e simmetrica.

Se R e una relazione d’equivalenza su X e a € X la classe di a € 'insieme
la] = {z € X tali che aRx}, certamente non vuoto dal momento che, grazie
al fatto che R ¢ riflessiva, a € [a]; & facile verificare che [a]| N [b] # 0 <
aRb < [a] = [b]. L’insieme di tutte le classi [a], al variare di a in X, &
detto insieme quoziente di X modulo R e indicato con X/R. Si tratta di
un sottoinsieme dellinsieme delle parti P(X). La funzione 7 : X — X/R
definita da m(a) = [a] & detta la proiezione canonica; & suriettiva.

La parola “classificare”un insieme X significa invariantemente stabilire
un’opportuna relazione d’equivalenza R su X e studiare l'insieme quoziente

X/R.
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Possiamo fornire un esempio particolarmente importante di relazione d’e-
quivalenza come segue: supponiamo di avere un insieme X ed un gruppo

G:

Definizione 13. Un’ azione sinistra di G su X ¢ una funzione G x X —
X, che indicheremo con la notazione (g,x) — gz, che gode delle sequenti
proprieta

AZ1 Per ogni g,h € G e per ogni x € X, g(hz) = (gh)z.
AZ2 Se e e l’elemento neutro di G, allora, per ogni x € X, ex = x.

Un esempio tipico, anche se non l'unico, ¢ quando G € un sottogruppo
del gruppo delle permutazioni di X e fz & definito da fx = f(x).

Se G x X — X & un’azione (sinistra) definiamo una relazione R su
X ponendo xRy < dg € G tale che y = gr. Questa relazione ¢ riflessiva
esattamente perché, per ogni x € X, x = ex, ¢ transitiva perché, se y = gz
e z = hy allora z = hy = h(gx) = (hg)x ed & simmetrica perché, se y = gx
allora g7y = g7'(g9x) = (¢7'g9)r = ex = z. Dunque R & una relazione
d’equivalenza, e se a € X, la sua classe di equivalenza [a] viene chiamata
Iorbita di a.

Analogamente si definisce il concetto di azione destra e quanto ne segue.

Definizione 14. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K; il suo spazio
proiettivo é linsieme P(V') di tutte le rette (vettoriali) di V.

Se dim V' = 0 allora P(V) = ; si definisce la dimensione di uno spazio
proiettivo P(V') ponendo dim P(V) = dimV — 1; se dim P(V) = 1 si dice
che P(V') & una retta proiettiva, se dim P(V') = 2 si dice che P(V') ¢ un piano
proiettivo. Se V = K" si usa la notazione P(n,K) per indicare lo spazio
proiettivo P(K"*1).

Gli elementi di uno spazio proiettivo vengono chiamati punti proiettivi o
semplicemente punti.

Se V' # {0} possiamo definire una funzione 7 : V- — {0} — P(V') me-
diante 7(v) = L(v); evidentemente 7 & suriettiva, e m(v) = m(w) se e solo
se esiste 0 # A € K tale che v = Aw: in altri termini possiamo identificare
P(V') con l'insieme delle orbite dell’azione ovvia di K* su V' — {0}. 7 viene
chiamata la proiezione canonica e, se v € V — {0}, indicheremo con [v] la
sua classe d’equivalenza.
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2.2 Sottospazi proiettivi

Sia P(V') uno spazio proiettivo e W<V; si dice che P(W) & un sottospazio pro-
iettivo di V'; ovviamente P(W) = n(W—{0}). Evidentemente W C U se e so-
lose P(W) C P(U). La codimensione di P(W) ¢ codimP(W) = dim P(V') —
dim P(W) = dimV — dim W, i sottospazi proiettivi di codimensione 1 si
chiamano iperpiani.

E facile vedere che lintersezione di una qualsiasi famiglia di sottospazi
proiettivi & ancora un sottospazio proiettivo, per la precisione: se A € una
famiglia di sottospazi vettoriali di V' allora

() POV)=P(() W)

WeA WeA

Se B C P(V) possiamo considerare la famiglia B costituita da tutti i
sottospazi proiettivi di P(V') che contengono B; la sua intersezione ¢ il piu
piccolo sottospazio proiettivo che contiene B ed ¢ indicata con £(B). In
particolare se U, W sono sottospazi vettoriali di V' si controlla facilmente che
L(P(U)UP(W)) = P(U+ W) e, dalla tradizionale formula di Grassmann
segue la

Proposizione 16 (Formula di Grassmann proiettiva). Se U, W sono sotto-
spazi finitamente generati di V' allora

dim £(P(U) U P(W)) = dim P(U) + dim P(W) — dim P(U) N P(W).

Corollario 3. In un piano proiettivo due qualunque rette si intersecano.
In uno spazio proiettivo di dimensione 3 una retta ed un piano si inter-
secano e due piani hanno almeno una retta in comune.

I1 che ci fa capire la differenza tra spazi affini e proiettivi. Due sottospazi
proiettivi si dicono in posizione generale se la loro intersezione ha la dimen-
sione piu piccola che la formula di Grassmann proiettiva consente. Quindi
due iperpiani sono in posizione generale se e solo se non coincidono.

2.3 Riferimenti proiettivi

Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n. Se B = (by,...,b,41) € una
base di V' e P € P(V) possiamo prendere 0 # v € V tale che 7(v) = P, cio¢
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L(v) = P; se v =31 2;b; potremmo tentare di dire che le coordinate di P
rispetto alla base B sono 1, ..., z,+1. Un difetto in questa definizione balza
immediatamente all’occhio: se P = m(w) = m(v) non siamo affatto sicuri che
v = w e quindi che v, w abbiamo le stesse coordinate rispetto a B; ma allora
le coordinate di P sono quelle di v o quelle di w? Impossibile fare una scelta.
Tuttavia la possibile ambiguita e ragionevolmente controllabile: infatti sara

certamente w = Av, per qualche A € K*, e quindi, se v = Zgll x;b; allora

- n+1
w = Zi:l )\Q?lbl

Definizione 15. Si dice che (x4, ...,x,41) sono coordinate omogenee di P €
P(V) rispetto alla base B = (by,...,byy1) di V' se il vettore v = Z?:ll x;b; €
V' soddisfa w(v) = P, cioé v é un rappresentante della classe P. FEsse sono
uniche solo a meno di un fattore di proporzionalita, per questo motivo sono
indicate con la notazione (xq: ... Tpy1).

In altri termini la scelta di una base di V' permette di stabilire una
corrispondenza biunivoca tra P(n,K) e P(V).

Disgraziatamente le coordinate omogenee di un punto P € P(V) dipen-
dono proprio dalla base B e non dalla (n + 1)—upla ordinata (Py,..., P,y1)
determinati da P, = w(b;), Vi = 1,...,n+1. Un esempio ci convincera: pren-
diamo K = R, V = R3 e scegliamo la base standard. Sia P € P(2,R) il punto
di coordinate omogenee (6 : 2 : 6) rispetto alla base standard. La base B data
da by = 3ey, by = —eq, by = 2e3, pur soddisfacendo 7(b;) = 7(e;), i = 1,2,3
fornisce, per il medesimo punto P, le coordinate omogenee (2 : —2 : 3).

Evidentemente il problema nasce dal fatto che da 7 (b;) = 7(e;) possiamo
solo dedurre l'esistenza di \; # 0 tale che b; = \;e;; le coordinate omogenee
di un punto rispetto alle due basi sarebbero le stesse a condizione che tutti
i \; fossero uguali. Possiamo forzare questa condizione a costo di usare un
punto in piu.

Torniamo alla situazione generale.

Proposizione 17. Siano B e C due basi di V' tali che
o (b)) =m7(c;), Vi=1,...,n+1.
o m(320 bi) = 7(3 e)-

Allora le due basi sono proporzionali, cioé esiste X € K* tale che ¢; = \b;, Vi =
L,....,n+1.
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Dimostrazione. Per ogni © = 1,...,n + 1 esiste \; € K* tale che ¢; = \b;,
inoltre esiste A € K* tale che Z?jll ci =\ Zgll b;. Ma allora

n+1 n+1 n+1 n+1

ZA@- = )\Zbi = Zci = Z)\ibi
=1 =1 =1 =1

da cui, per 'unicita delle coordinate rispetto alla base B, si evince che \; =
A Vi=1,...,n+ 1. m

Naturalmente le coordinate omogenee di un punto di P(V') rispetto a due
basi proporzionali coincidono.

Proposizione 18. Sia (P, ..., P,12) una (n+ 2)—upla ordinata di punti in
uno spazio proiettivo P(V'). Le sequenti condizioni sono equivalenti

1. Esiste una (n + 2)—upla ordinata (by, ..., byyo) in V tale che
e (b)=PF, Vi=1,...,n+2

e Perognii=1,...,n+2 la (n+ 1)—upla ordinata che si ottiene
escludendo b; € una base di V.

2. Se (c1,...,¢ny2) € una (n + 2)—upla ordinata in V tale che m(c;) =
P, Yi=1,...,n+2, allora, per ognii =1,...,n+2, la (n + 1)—upla
ordinata che si ottiene escludendo c¢; ¢ una base di V.

Dimostrazione. 1 = 2. Per ogni ¢ = 1,...,n + 2 esiste \; € K* tale che ¢; =
Aib;. Supponiamo per assurdo che, per un certo 7 = 1,...n + 2, la (n +
1)—upla ordinata (ci,...,¢j_1,¢j41, - - -, Chte) Don sia una base di V, cioe sia
linearmente dipendente.

Allora esiste una (n+ 1)—upla ordinata (z1,...,2;_1,Zj11, ..., Tpie) DON
tutti nulli tali che 0 = Z#j TiC; = Z#j x;\;b; e, dato che gli scalari z;\; non
sono tutti nulli, si trova che (by,...,b0;_1,bj11,...,b,4+2) non € linearmente
indipendente, assurdo.

2 = 1. Ovvio. O

Definizione 16. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n. Un riferi-
mento proiettivo di P(V') é una (n+2)—upla ordinata di punti (Py,. .., Pyi2)
che soddisfa una delle condizioni menzionate nella proposizione 18.
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Ogni spazio proiettivo P(V') ha un riferimento proiettivo, basta scegliere
una base B = (by,...,b,11) di V e definire P, = 7(b;) peri=1,...,n+1e
Poyo = m(3% b;), che & chiamato il punto unito della base B. In particolare
il riferimento proiettivo standard di P(n,K) si ottiene in questo modo a
partire dalla base standard di K.

Proposizione 19. Sia P = (Py,..., P,i2) un riferimento proiettivo dello
spazio proiettivo P(V'); esiste una base B di V' tale che P; = w(b;) per ogni i =
L...,n+1e Py =731 b:). Una tale base viene chiamata base indotta
dal riferimento proiettivo. Se B e C sono entrambe indotte dal riferimento
protettivo P allora sono proporzionali.

Dimostrazione. Per ogni i = 1,...,n + 2 scegliamo b} € V tale che 7 (b)) =
P;; per la proposizione 18, (b,...,0), ;) ¢ una base di V, quindi esistono
degli scalari tali che b, , = Z?:ll Aibl; sempre dalla stessa proposizione si
deduce facilmente che tali scalari sono tutti non nulli. Ponendo b; = A\;b} per
1 =1,...,n+1 si ottiene una base indotta da P. L’altra affermazione segue
dalla proposizione 17. [

E, finalmente,

Definizione 17. Siano P = (P, ..., Pyi2) un riferimento proiettivo dello
spazio proiettivo P(V) e P € P(V). Si dice che (xq : ... : Tpy1) € un sistema
di coordinate omogenee di P se esistono una base B indotta da P ed un
vettore v € V tali che v = ;;);1 z;b; e m(v) = P. Tali coordinate omogenee
dipendono solo da P e da P e non dav o da B.

E siamo fuori da questo infernale ginepraio. Gestire in pratica questi
concetti e, per fortuna, molto meno intricato che definirli formalmente.

2.4 Equazioni dei sottospazi proiettivi

Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n e P(IW) un suo sottospazio

proiettivo di dimensione p, cioe W <V e dimW = p + 1, sia (vy,...,Up41)
una base di W; avremo allora che P € P(W) se e solo se esiste v €
W tale che m(v) = P, e questo accade se e solo se esistono Ai,..., A\p41 €

K tali che 3271 N\v; = v.
SiaoraP = (P, ..., P,y1) un riferimento proiettivo di P(V') e B una base
di V indotta da P; esprimiamo ciascuno dei vettori v; e v come combinazione
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lineare della base B: sia v; = Z?:Jrll pijbi e v = Z?:Jrll x;b;, di modo che
(1 :...:xpyq) sono le coordinate omogenee di P = 7w(v).
In definitiva avremo che P € P(W) se e solo se esistono Ay, ..., A1 € K
tali che
T = puM + ... + pLPJrl)\erl
T = paM + .+ Dapridpt
Tpt1 = Dnt1iM T oo DntipriAptl

E queste sono le equazioni parametriche del sottospazio proiettivo P(W)
rispetto al riferimento proiettivo P. Naturalmente sono selvaggiamente non
uniche, e, anche una volta scelti i vettori vy,...,v,41 1 coefficienti A; sono
determinati solo a meno di un fattore di proporzionalita comune. Il rango
della matrice (p;;) € tuttavia sempre uguale a p + 1.

Come nella proposizione 7 possiamo trovare un’applicazione lineare 7' :
V — Krti=(e+) — K"P tale che KerT = W e quindi P € P(W) se e solo
se T'(v) = 0 (notare che questa condizione non dipende dalla scelta di v,
purché 7(v) = P). Questa T non ¢ certo unica, ma il suo rango & n — p.

Se A = ME(T) avremo che P € P(W) se e solo se le sue coordinate
omogenee (xq : ...: Tpyq) rispetto al riferimento proiettivo P sono soluzioni
del sistema omogeneo

1171 +  a1272 + ...+ a1 Tp1=0
1221 + s + ...+ ap1Tpye1 =0
Ap—p 121 + Qp—p 272 + ...+ Qp—pn+1Tn+1 = 0

E queste sono le equazioni cartesiane del sottospazio proiettivo P(W)
rispetto al riferimento proiettivo P.

Particolarmente interessante ¢ il caso p = n—1, cioe P(W) & un iperpiano
di P(V). Consideriamo 'insieme Iper(V) costituito da tutti i sottospazi di
V' di dimensione n (ricordiamo che dimV = n + 1) e definiamo una funzione

¢:V*—{0} — Iper(V)

definita da ¢(a) = Kera; abbiamo appena visto che ¢ ¢ suriettiva. Certa-
mente non ¢ iniettiva, ma poco ci manca
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Proposizione 20. ¢(a) = ¢() se e solo se esiste A € K* tale che f = Aa.

Dimostrazione. Supponiamo che Kera = Ker = W, e sia v ¢ W, cioe
a(v) #0eB(v) #0esia X = [(v)a(v)™; ogni u € V si scrive in modo unico
come xv + w, con w € W e quindi

B(u) = B(zv +w) = 26(v) = xAa(v) = Aa(zv) = da(u).
L’altra implicazione ¢ ovvia. ]

Quindi, ponendo ¢([a]) = ¢(«) definiamo una corrispondenza biunivoca
detta dualita tra P(V*) e Iper(V); siccome 7 : Iper(V) — Iper(P(V)) ¢ una
corrispondenza biunivoca, troviamo una dualita naturale anche tra P(V*) e
I'insieme di tutti gli iperpiani proiettivi di P(V).

2.5 Relazioni tra affine e proiettivo

In questa sezione, studieremo dapprima lo spazio vettoriale V = K"*! il suo
spazio proiettivo P(V') ed il suo sottospazio affine

X ={(z1,...,2p41) tali che x4 = 1};

si tratta effettivamente di un sottospazio affine di V' in quanto, se definiamo
p:V — Kmediante p(x1, ..., Z,41) = T,11, abbiamo che p & un’applicazio-
ne lineare, e dunque anche una mappa affine, e X = p~1(1) ¢ un sottospazio
affine (di dimensione n) di V' in quanto controimmagine del singoletto {1} di
K. La giacitura di X e

X =Kerp = {(x1,...,7,,1) €V tali che z,,,; = 0}.

Fisseremo anche la base standard £ di V', che, quando interpretata come
riferimento affine di X verra denotata come &4, ed il riferimento proiettivo
standard Ep costituito dalla (n+2)—upla ordinata ([eq], . .., [ent1], [Z:fll eil);
& = (e1,...,e,) & la base standard di X.

Definiamo la funzione J : X — P(V') mediante

J(x1,. T, 1) = (100 rxy 1),

Si tratta di una funzione iniettiva, ma non suriettiva: gli elementi che
non stanno in Im(.J) sono precisamente i punti proiettivi che hanno 'ultima
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coordinata proiettiva nulla, cioe gli elementi di P(X); tali punti vengono
chiamati punti all’infinito di X ed il loro insieme & denotato con cox (o con
Xoo)-

In altri termini abbiamo trovato una corrispondenza biunivoca J~! :
P(V) — P(X) — X; naturalmente questo ci permette di definire sull’in-
sieme P(V) — P(X) una struttura di spazio affine sullo spazio vettoriale
X semplicemente definendo, per ogni P,Q € P(V) — P(W), Q — P =
JNQ) — J(P),

Possiamo rivedere questa costruzione in modo leggermente piu astratto,
e tutto sara un po’ piu facile: sia V' uno spazio vettoriale qualunque di
dimensione n + 1 e W un suo iperpiano. Sia o € V* tale che Kera = W
(ricordiamo che non ¢ unica, ma ogni altra ¢ un suo multiplo, nella discussione
appena esposta abbiamo preso a = p). ”

Definiamo una funzione o P(V)—P(W) — {a = 1} mediante o [v] = w,

dove, come nella sezione 1.3, abbiamo denotato con {a = 1} linsieme
{v € V tali che a(v) = 1}, che & un sottospazio affine (non vettoriale) di V.
Si verifica molto facilmente che « & ben definita ed anche una corrispondenza
biunivoca.

Questo ci permette di definire una struttura di spazio affine su P(V) —
P(W) sullo spazio vettoriale W ponendo, per ogni [v], [v'] € P(V) — P(W),

(% (Y

[v] = [v'] =a ([v])— & (W) =

Disgraziatamente questa struttura di spazio affine dipende dalla scelta di «
e quindi non e come si dice in matematica “canonica’.

Dobbiamo compiere un ulteriore sforzo per liberarci di questa dipendenza,
ma abbiamo bisogno di qualche altro richiamo di algebra lineare elementare:
se V' & uno spazio vettoriale e W un suo sottospazio (non necessariamente un
iperpiano) possiamo definire una relazione su V' ponendo v ~ v < v —v' €
W si verifica con estrema facilita che si tratta di una relazione d’equivalenza
e I'insieme quoziente viene indicato con il simbolo V/W; la classe diunv € V
viene indicata con v + W in quanto e costituita da tutti i v' € V ottenibili
sommando a v un opportuno elemento di W.

Ogni v+ W € V/W & un sottospazio affine di V', con giacitura W, quindi
I'insieme quoziente V/W & costituito da tutti i sottospazi affini di V' che
hanno W come giacitura.
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Su V/W possiamo definire le operazioni di somma ponendo (v + W) +
(V4 W) = (v+v")+ W e di prodotto con uno scalare mediante \(v + W) =
(Av) 4+ W si verifica molto facilmente che queste operazioni sono ben definite
(cioe dipendono solo dalle classi coinvolte e non dai loro rappresentanti) e che
forniscono a V/W la struttura di spazio vettoriale, detto lo spazio vettoriale
quoziente di V' modulo W. 1l vettore nullo e dato dalla classe 0 + W = W.
La proiezione canonica ¢ un’applicazione lineare suriettiva il cui nucleo ¢
proprio W, e quindi (nullita + rango), dim V/W = dim V —dim W. Fine del
richiamo.

Torniamo al caso in cui W ¢ un iperiano di V e dimV =n + 1.

Possiamo definire un’applicazione lineare M : Hom(K, W) — W po-
nendo M(T) = T'(1); si vede subito che ¢ iniettiva e dunque, per motivi di
dimensioni, un isomorfismo.

Se a € V* e Kerawe = W definiamo un’applicazione lineare

a : Hom(K, W) — Hom(V/W, W) ponendo a(T')(u + W) = T(a(u)).

Si vede subito che ¢ ben definita e iniettiva (questo succede precisamen-
te perché « e suriettiva); dunque, di nuovo per motivi di dimensioni, un
isomorfismo.

Adesso ci serve un altro richiamo, questa volta a livello di spazi affini: se
(X, X, —) & uno spazio affine, U & uno spazio vettoriale e S : X — U & un
isomorfismo possiamo definire una funzione

—SIXXX—>U

ponendo Q —g P = S(Q — P), e si nota, banalmente, che (X, U, —g) & ancora
uno spazio affine.

Riepilogando: abbiamo dato, rassegnandoci alla dipendenza da «, una
struttura di spazio affine a P(V') — P(W) sullo spazio vettoriale W, compo-
nendo con o M !, otteniamo una struttura di spazio affine su Hom(V/W, W)
data da

v v’

I -1
v —q V]| =aoM T (— — ——
o] = V] = a0 M7 (75— )
ed e nostra ambizione verificare che essa e naturale, ossia non dipende da «;
in altri termini, se § € V* soddisfa anche lei Ker3 = W, allora, per ogni

[v], [v'] € P(V)) = P(W)



il che significa che, per ogni u € V,

v v v v

o MGy ~ oy T W) =Be M50 ~ 5wy

Siano 7', S € Hom(K, W) tali che

Y(u+W).

T(1) = M(T) = o5 = o
(1) = M(5) = 7= - 7

e dobbiamo controllare che
T(a(u)) = aT)(u+ W) = B(S)(u+ W) = 5(8(u)),

cioe che Toa = S o f.
Grazie alla proposizione 20 esiste A € K* tale che = Aa, inoltre

-1 -1
W50 B T @ e al) a0
cioe AS =T e si vince.

Ma, ora che abbiamo scoperto lo spazio vettoriale giusto, non si potrebbe
dare direttamente la struttura affine a P(V') — P(W)? La risposta ¢ affer-
mativa: basta procedere come segue: ovviamente si tratta di decidere, per
ogni [v],[v] € P(V) — P(W), il vettore [v] — [v'] € Hom(V/W, W), ciog,
per ogni u € V definire ([v] — [v/])(u + W) € W. La scelta ¢ praticamen-
te forzata: siccome L(v) @ W = V = L(v') & W, esistono e sono unici
x, 2 € K, w,w € W tali che xv + w = u = 2'v" + v’ e allora definiamo

([vo] = [W])(u+ W) =2v—2V = (2v —u)+ (u—2"V) e W

Si tratterebbe di verificare che questa definizione non dipende né dalla
scelta di v e v’ né da quella di v, ma questa verifica e fornita gratuitamente
dall’osservazione che zv ¢ I'unico punto di V' in cui la retta £(v) interseca il
sottospazio affine u + W, analogamente per z'v'.

Bisognerebbe verificare che gli assiomi Al e A2 sono soddisfatti, ma que-
sto viene fornito in omaggio controllando che, se W = Kera allora, per ogni
v,v' € V — W e per ogni u € V si ha che

([v] = [N+ W) = (fo] =a W] (u+W).
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Ricordiamo che il termine a destra si/ calcola cosi: si trova l'unico T €

Hom(K, W) tale che T'(1) = %—m e poi si trova ([v] — [V]) (u+W) =

T((u)), mentre quello di sinistra passa attraverso la ricerca degli unici
x,x’ € Ktali che u —axv € W, u— 2/v' € W; d’altra parte u — xv € W =

(u
a(v)

Kera & 0 = a(u — 2v) = a(u) — za(v), quindi x = e analogamente

"= o(u) a allora
a0’ Ma all
(o] = WD)+ W) =20 — 't/ = 28 v jfff/)) v = a()5e - az};’))

= a(u)T(1) = T(a(u) = ([v] —a [']))(u+ W)

e la verifica € terminata.

In sintesi possiamo ottenere uno spazio affine da uno spazio proiettivo
semplicemente scartando un iperpiano, a nostra scelta.

I1 lavoro opposto, cioe, dato uno spazio affine X, trovare uno spazio pro-
iettivo P(V') in modo che, scegliendo oculatamente un iperpiano W di V' | lo
spazio affine P(V') — P(W) sia isomorfo a X ¢ decisamente piu interessante,
ed e stato oggetto di molto studio soprattutto grazie alle sue applicazioni
alla prospettiva nel disegno tecnico e artistico; si tratta di riuscire a in-
terpretare lo spazio X come un sottospazio affine di un opportuno spazio
vettoriale che contenga anche la sua giacitura, esattamente come abbiamo
fatto nell’esempio riportato all’inizio di questa sezione.

In realta abbiamo preparato nella sezione 1.3 tutti gli strumenti che ci
servono. Ricordiamo infatti che, dato uno spazio affine X, possiamo trovare
uno spazio di Mobius (V,«) ed un isomorfismo affine J : X — {a =1}; a
questo punto si puo interpretare 'insieme P(V) — P({a = 0}) come spazio
affine sullo spazio vettoriale {av = 0} e si vede molto facilmente che la funzione
che manda P € X a finire in [J(P)] € P(V) — P({aw = 0}) ¢ un isomorfismo
affine (la cui giacitura ¢ J : X — {a = 0}).
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Capitolo 3

Forme quadratiche

3.1 Classificazione delle forme quadratiche

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K, che non deve avere
caratteristica 2. Indichiamo con Sym(V') lo spazio vettoriale delle forme
bilineari simmetriche su V. Se F’ € Sym(V') diremo che il suo nucleo & il
sottospazio KerF' = Ker® F’ = KerP F'.

Definizione 18. Una forma quadratica su V' é una funzione F': V — K
tale che esiste I € Sym(V') tale che ,Yv € V, F(v) = F'(v,v); F' ¢é detta
la forma bilineare associata a F' e F' ¢ detta la forma quadratica associata a
F'.

Si vede facilmente che l'insieme Quad(V') di tutte le forme quadratiche
su V & un sottospazio vettoriale di KY; grazie alla formula di polarizza-
zione la funzione Sym(V) — Quad(V) che manda una forma bilineare
simmetrica nella sua forma quadratica associata € un isomorfismo e quindi

dim Quad(V') = M Porremo rg(F') = rg(F’) e Ker(F') = Ker(F'); se
ha senso, per esempio se K = R, definiremo anche la segnatura di una forma
quadratica F' come la segnatura della forma bilineare simmetrica associata,
e la indicheremo con sgn(F).

Se B ¢ una base di V, definiamo la matrice Mg(F') di una forma quadra-
tica F' € Quad(V) come quella della forma bilineare simmetrica associata a
F. Se A= Mp(F) l'equazione

Z Qi3T5 = Z CLZZZL‘? + 2 Z Qi3T5 = 0 (31)

ij=1 i=1 i<j
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e detta ’equazione di F rispetto a B. Dato un vettore v € V avremo che
v & un vettore isotropo per F' (si veda la definizione 19) se e solo se le sue
coordinate soddisfano I’equazione appena citata.

Indichiamo con GL(V) il sottoinsieme di Hom(V, V') costituito da tutti
gli isomorfismi di V. Equipaggiato con la composizione di funzioni GL(V') &
un gruppo, detto gruppo generale lineare di V.

Se T' € GL(V) e f € Bil(V) indichiamo con il simbolo 7%(f) la forma
bilineare su V' definita da T*(f)(v,w) = f(T(v), T (w)).

Proposizione 21. Siano f € Bil(V), T € GL(V), B, C basi per V, A =
Mec(f), P=ME(T), B= Mg(T*(f)). Allora

B = P'AP. (3.2)

Dimostrazione. Per ogniz,j=1,....,n

bij = T (F)(biy ;) = F(T(0:), T(b)) = F(D_ pricks Y pejcs) =

Zpki Zakspsj = Zpki(ap)kj = (ptap)ij
k=1 =1 k=1
O

Proposizione 22. Siano f,g € Bil(V). le sequenti condizioni sono equiva-
lents

1. Esistono basi B ¢ C di V tali che Mc(f) = Mp(g).
2. FEsiste un isomorfismo T € GL(V') tale che g = T*(f).
3. Per ogni base B di V' esiste una base C di V' tali che Mc(f) = Mg(g).

Dimostrazione. 1 = 2. Definiamo T ponendo, per ogni i = 1,...,n, T'(b;) =
c; in questo modo ME(T) = I e, usando la proposizione 21, si ha

Ms(T*(f)) = I'"Mec(f)I = Ms(g)

e quindi T*(f) = g.

2 = 3. Sia B una base qualunque di V' e, per ogni 7 = 1,...n poniamo
ci = T(b;); siccome T & un isomorfismo C & una base di V e ME(T) = I;
applicando di nuovo la proposizione 21 otteniamo che

Mi(g) = Ms(T*(f)) = I'Mc(f)I = Me(f).
3 = 1. Ovvio. O
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Per ogni S, T € GL(V) e per ogni f € Bil(V), (T o S)*(f) = S*(T*(f))
e, evidentemente, (idy)*(f) = f. Quindi la legge che manda la coppia (f,T)
in T*(f) ¢ un’azione destra del gruppo GL(V') su Bil(V'). Se f & simmetrica
anche T*(f) lo & e quindi (F',T) — T*(F’') definisce un’azione destra di
GL(V) su Sym(V).

Infine definiamo un’azione destra di GL(V') su Quad(V') mandando (F,T')
in F'o T, in altri termini, se F’ € Sym(V') & associata a F' avremo, per ogni
veV, FoT(v)=F(T(v)) = F(TWw),T(v)) =T*(F)(v,v), cioe FoT &
associata a T*(F").

E adesso cercheremo di classificare Quad(V') mediante la relazione d’equi-
valenza definita da questa azione. Naturalmente la proposizione 22 fornisce
definizioni alternative di questa relazione.

Se rg(F') = r e B ¢ una base che diagonalizza [ avremo che esattamente
r scalari sulla matrice A = Mp(F’) saranno non nulli, e, riordinando se
necessario la base, possiamo supporre che F'(b;,b;) = 0 se i # j e a; =

Se v € V e le sue coordinate rispetto a B sono x1,...,x, avremo che

Fv) = i a;r;
i=1

Teorema 3 (Classificazione delle forme quadratiche complesse). Sia K = C.
Due forme bilineari simmetriche sono equivalenti se e solo se hanno lo stesso
rango. In particolare le classi d’equivalenza di Sym(V') (e di Quad(V')) sono
i numero din + 1.

Dimostrazione. Supponiamo che F, G abbiano lo stesso rango e siano C una
base F-adattata e B una base G-adattata. Allora le due matrici Mc(F) e
Mp(G) sono uguali e dunque, per la proposizione 22 le forme F' e G sono
equivalenti.

Viceversa, se esistono basi C e B tali che M¢(F) = Mp(G) allora

rg(F) = 1gMc(F) = 1gMp(G) = rg(G).

La seconda parte del teorema proviene dal fatto che i possibili ranghi di una
matrice n X n sono tutti i numeri naturali da 0 a n. O]

Naturalmente il teorema appena dimostrato e suscettibile di due inter-
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pretazioni: per ogni r € {0,...,n} consideriamo l’equazione

I(r) zr:xf =0
i=1

Prima interpretazione: per ogni F' € Quad(V) esiste un unico r ed una base
B di V tale che 'equazione di F rispetto a B ¢ I(r).

Seconda interpretazione: sia B una base di V; per ogni F' € Quad(V)
esiste un unico r ed esiste 7' € GL(V) tale che ’equazione di F o T rispetto
a B sia I(r).

Teorema 4 (Classificazione delle forme quadratiche reali). Sia K =R. Due
forme bilineari simmetriche sono equivalenti se e solo se hanno la stessa

segnatura. In particolare le classi d’equivalenza di Sym(V) (e di Quad(V))

1 2
sono in numero di (n + )2(n + )

Dimostrazione. Se F, G hanno la stessa segnatura allora sono equivalenti per
esattamente lo stesso motivo esposto nella dimostrazione precedente.

Viceversa, se F' e GG sono equivalenti e B ¢ una base G-adattata, per il
punto 3 della proposizione 22 esiste una base C di V tale che M¢(F) =
Mpg(G), dunque C & F-adattata e F, G hanno la stessa segnatura.

Per quanto riguarda l'ultima affermazione osserviamo che le possibili
segnature di una matrice diagonale di rango r sono in numero di r + 1;
il numero che dobbiamo calcolare sara dunque 32" (r + 1) = S s =
(n+1)(n+2)

5 . O

Anche questo teorema appena dimostrato e suscettibile di due interpre-
tazioni: per ognir,s € {0,...,n} tali che r+s < n consideriamo I’equazione

r+s

I(r,s) imf— Z z? =0
i=1

i=r+1

Prima interpretazione: per ogni F' € Quad (V) esistono e sono unici r, s tali che 0 <
r+s < n ed una base B di V tale che I'’equazione di F rispetto a B & I(r, s).

Seconda interpretazione: sia B una base di V; per ogni F' € Quad(V)
esistono e sono unici r, s tali che 0 < r+s < n ed esiste T' € GL(V) tale che
I'equazione di F o T rispetto a B sia I(r,s).
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3.2 Vettori isotropi

Definizione 19. Sia F' € Quad(V). Un vettore v € V ¢ detto vettore
isotropo se F(v) = 0; l’insieme F~1(0) CV ¢ detto cono isotropo di F.

La parola “cono”si riferisce al fatto che, se v € F71(0) e A € K allora
anche \v € F~1(0), certamente 0 € F~1(0), ma, in generale, F~'(0) non ¢
un sottospazio vettoriale di V', come si vede prendendo, ad esempio, K =
R, V = R? e F la forma bilineare data da F(z,y) = x? — y?, associata
alla forma bilineare simmetrica la cui matrice, rispetto alla base standard, &

1 0 . : : .

( 0 —1 ); in questo caso il cono isotropo ¢ dato da L(e; + e2) U L(e1 — e3)
e non ¢ un sottospazio vettoriale di R2.
Conviene impratichirsi ancora un pochino con i vettori isotropi.

Lemma 2. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 2 su K, F' € Sym(V')
e F' la sua forma quadratica.

e rg(F) =0 allora F~1(0) = V.
e rg(F) =1 allora F~'(0) ¢ una retta, per la precisione é Ker(F).
o 1g(F) =2 allora F~1(0) = {0} oppure ¢ l'unione di due rette.

Dimostrazione. Se rg(F') = 0 allora F' ¢ la mappa nulla.

Supponiamo rg(F') = 1; possiamo trovare una base B di V tale che
F'(b1,b1) = o # 0, F'(by,by) = F'(be,by) = 0; avremo allora che F(xb; +
yb) = 0 & az? = 0, e quindi F~'(0) = L(by) ha dimensione 1. Siccome
¢ sempre vero che Ker(F) C F~1(0) di deduce I'eguaglianza da motivi di
dimensione.

Se invece rg(F) = 2 esiste una base (by,bs) di V tale che F'(by,b1) =
a,# 0, F'(by,bs) = B # 0, F(b1,bs) = 0; supponiamo che esista 0 # v =
xby + yby tale che 0 = F(v) = az? + fy?; allora w = xb; — yby & ancora un
vettore isotropo, e, siccome x # 0, y # 0, si ha che v, w sono linearmente
indipendenti. Quindi £(v) U L(w) C F~(0). D’altra parte F’(v,w) # 0,
perché altrimenti la matrice di F” rispetto alla base (v, w) sarebbe la matrice
nulla e F avrebbe rango 0; se v = A + pyw € F~(0) abbiamo che 0 =
F(u) = F(w+pw) = N2F(0) + 2 \uF' (v, w) + p F(w) = 2AuF’ (v, w), da cui
si deduce che A = 0 e allora u € L(w) oppure =0 e allora u € L(v). O
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Prendiamo ora il gruppo (moltiplicativo) K* = K — {0} e definiamo
un’azione

K* x Quad(V) — Quad(V)

usando la moltiplicazione di uno scalare (in questo caso diverso da 0) con un
elemento dello spazio vettoriale Quad(V'), cioé mandando la coppia ordinata
K* x Quad(V) 3 (A, F) in AF € Quad(V).

Date due forme quadratiche F,G si dice che F' € proporzionale a G se
F, G stanno nella stessa orbita.

E ovvio che, se due forme quadratiche F, G sono proporzionali (cioe G =
AF, con X\ # 0) allora F~1(0) = G71(0); il viceversa non ¢ vero in generale:
prendiamo di nuovo K = R, V = R?, F, G date rispettivamente da F(z,y) =
22 +y* e G(z,y) = 2* + 2y?, che chiaramente non sono proporzionali pur
avendo entrambe cono isotropo uguale a {0}.

Qualche volta le cose vanno meglio, per la precisione se ogni elemento di
K ha una radice quadrata ( per esempio K = C); vediamo perché:

Proposizione 23. Se in K ogni elemento ha una radice quadrata, dimV =
2, F,G € Quad(V) hanno lo stesso cono isotropo allora F' e G sono propor-
zionali.

Dimostrazione. Se F' = 0, allora V = F~}0) = G71(0) da cui si deduce
che G = 0. Supponiamo allora che F' # 0 e dunque esiste v € V tale che
F(v) # 0 e fatalmente G(v) # 0; sia A € K— {0} tale che G(v) = AF(v). Sia
H =G — \F, allora F~1(0) & H~'(0). Se rg(F') = 1 allora anche 1g(G) = 1
e si vede facilmente che Ker(F) = F~1(0) = G71(0) = Ker(G) C Ker(H);
siccome ogni elemento di V' puo essere scritto come u = av + w, con w €
Ker(H) si ha

H(u) = H' (av +w,av +w) = o*H(v) + 2aH' (v,w) + H(w) = 0.

Quindi H = 0 e la proposizione ¢ dimostrata; notiamo che finora non abbiamo
usato l'ipotesi su K.

Se invece rg(F') = 2, riprendendo la notazione della dimostrazione del
lemma 2 ed usando l'ipotesi sul campo, sia p € K tale che u? = —a~t. 1l
vettore 0 # by +by € F71(0), quindi F~1(0) & 'unione di due rette. Siccome
F~1(0) & H7'(0) si ottiene che quest’ultimo cono isotropo coincide con V' e
dunque H = 0 e la proposizione ¢ dimostrata anche in questo caso. O

Corollario 4. Lo stesso risultato € vero anche se dimV > 2.
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Dimostrazione. Se F =0 ¢ ovvio. Se F' # 0 e F~1(0) = G~1(0) prendiamo
v € V tale che F(v) # 0 # G(v) e sia A € K — {0} tale che \F(v) = G(v).
Vogliamo provare che , per ogni w € V, AF(w) = G(w). Questo & certo
vero se w € L(v). Se non ¢ cosi prendiamo il piano W = L(v,w); allora
(AF)"H0)NW = G~1(0) N W; Per il lemma appena dimostrato le restrizioni
di AF' e G a W coincidono. In particolare AF'(w) = G(w). O

3.3 Quadriche proiettive e loro classificazione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n + 1 su un campo K che non ha
caratteristica 2. La relazione di proporzionalita su Quad(V') permette di de-
finire uno spazio proiettivo P(Quad(V')). Ogni suo elemento viene chiamato
quadrica proiettiva su P(V); se [F] € P(Quad(V)) la sua traccia  'insieme

{[F] =0} ={[v] € P(V) tali che F(v) =0}

cioe la proiezione del cono isotropo di F'. E facile vedere che questa definizione
non dipende né da F' né da v ma solo da [F] e da [v]. Nella sezione precedente
abbiamo visto esattamente che, nel caso in cui K sia algebricamente chiuso,
due quadriche proiettive sono uguali se e solo se hanno la stessa traccia.

Se P = (Py,..., Pyi2) ¢ un riferimento proiettivo di P(V') e B ¢ una base
di V indotta da P (ricordiamo che B & definita solo a meno di proporziona-
lita), e [F] € P(Quad(V)) la matrice di [F] rispetto a P ¢ la matrice di F
rispetto a B, definita solo a meno di proporzionalita. Un’equazione di [F
rispetto a P ¢ un’equazione di F' rispetto a B; evidentemente un punto pro-
iettivo P appartiene alla traccia di [F] se e solo se le sue coordinate omogenee
rispetto a P soddisfano un’equazione di [F] rispetto a P.

Vorremmo tentare di classificare le quadriche proiettive in modo analogo
alle forme quadratiche, cioe porre su P(Quad(V)) la relazione ~ definita da
[F] ~ [G] & 3T € GL(V) tale che [F o T| = [G]; in altri termini facciamo
agire a destra il gruppo GL(V') sull'insieme P(Quad(V)).

Naturalmente tutto il lavoro e gia stato fatto nella sezione che discute la
classificazione delle forme quadratiche, salvo le seguenti precisazioni:

e La forma quadratica nulla va esclusa, per cui, nel caso K = C, se
dim P(V) = n, e cioe dim V' = n+1 ci saranno complessivamente n+ 1
orbite, una per ogni possibile rango di una matrice non nulla di ordine
n+ 1.
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e Nel caso K = R una forma quadratica di segnatura (r,s) e una di
segnatura (s,7) sono equivalenti, per cui le forme canoniche sono tutte
quelle del tipo I(r,s) con 1 < r+s<n-+1es <r e dunque sono
in numero di (k+ 1)(k+2) — 1 sen = 2k ¢ pari e di (k+2)? —1 se
n = 2k + 1 ¢ dispari.

35



Capitolo 4

Quadriche affini

4.1 Polinomi di secondo grado sugli spazi di
Mobius e su spazi affini

Anche in questa sezione K ¢ un campo con caratteristica diversa da 2.

Sia (V, ) uno spazio di Mébius e F' € Quad(V); se Figo=1; = 0 allora
F = 0; sia infatti v € {a = 1}, per ogni w € {a = 0} avremo che v +w €
{a =1} ev—w € {a =1} per cui

0=Fv+w)=F@)+2F'(v,w) + F(w),

0=Fv—w)=F{)—2F(v,w)+ F(w)

da cui si deduce che F'(v,w) = 0 e che F(w) = 0, d’altra parte ogni vettore
in V' puo essere scritto in modo unico come u = Av + w, con A € K e
w € {a =0}, e allora

F(u) = NF(v) 4+ 2\F'(v,w) + F(w) = 0.
Definizione 20. Sia (V, ) uno spazio di Mébius. Un polinomio di secondo

grado sul sottospazio affine {o = 1} € una funzione f : {a = 1} — K per
cui esiste una forma quadratica F' € Quad(V') tale che

* Fa=y # 0.

® Flo=iy = f
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L’osservazione che precede la definizione ci assicura che ogni polinomio
di secondo grado f su {o = 1} ¢ la restrizione di un’unica F' € Quad(V).
Supponiamo che dimV = n+1 e che B = (by, ..., b,, b,11) sia un riferimento
affine di {a = 1} (cioe (by,...,b,) € una base per {a =0} e b1 € {a = 1}),
allora B ¢ anche una base di V'; chiameremo matrice del polinomio di secondo
grado f = Fj{=1) rispetto al riferimento affine B la matrice di F' rispetto
alla base B.

Ponendo a;; = F'(b;,b;) per i,j = 1,...,n, ¢; = F'(bj,bp11) e d =
F(bny1,bns1), avremo che la matrice di cui si sta parlando e

ajpg ... G,
a1 ... Gy Co (4.1)
cq ... ¢, d

Se P € {« = 1} ha coordinate (z1,...,x,) rispetto al riferimento affine

B, cioe
n
P—bp1 = E ;i
i=1

allora, interpretando P come un elemento di V', le sue coordinate rispetto

alla base B saranno (z1,...,z,, 1) e allora
alr ... Q1p C1 T
, asy ... QA9p Co .
f(P)=F(P)=F'(P,P)=(x1,...,2p,1) :
T
C1 ... Cp d 1

cioe . .
f(P) = Z CLZ‘j[L'Z‘$j + ZZszz + d =
ij=1 i=1

n

Z (IZZZEZ2 + 2 Z Qi X325 + 2 zn: CT; + d.

i=1 i<j i=1
Si osservi che la condizione Fj,—gy # 0 si traduce nel fatto che la matrice

A non e nulla, e quindi abbiamo veramente un polinomio di secondo grado
come siamo abituati ad immaginarlo.
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Proposizione 24. Siano (V,«) e (W, 3) spazi di Mdébius e ¢ : {a =1} —
{B = 1} un isomorfismo affine. Se f : {3 = 1} — K ¢é un polinomio di
secondo grado allora fo¢: {a =1} — K é un polinomio di secondo grado.

Dimostrazione. Alla luce del corollario 2 esiste un unico isomorfismo bar_i—
centrico T : (V,a) — (W, ) tale che Tj{a=1} = ¢ e, fatalmente Tjjo—0} = ¢.
Se ' € Quad(W) soddisfa Fiig—oy # 0 e Fj(g=1; = f allora FoT € Quad(V)

soddisfa F' o Tjja—0y # 0 € F' o Tjfo—1} = f 0 ¢. O

Corollario 5. Sia (X, X, —) uno spazio affine e f : X — K una funzione.
Le sequenti condiziont sono equivalenti:

1. Esiste un’estensione vettoriale (W, 3) di X mediante j : X — {3 = 1}
tale che foj=' ¢ un polinomio di secondo grado su {5 = 1}.

2. Per ogni estensione vettoriale (V, «) di X mediante J : X — {a = 1},
foJ™ b ¢ un polinomio di secondo grado su {a = 1}.

Dimostrazione. 2 = 1 ¢ ovvia. 1 = 2: joJ ' :{a=1} — {f=1} ¢ un
isomorfismo affinee foJ ! = fo(j7loj)oJ = fojto(joJ!). Basta
applicare il corollario precedente. O

Definizione 21. Sia (X, X, —) uno spazio affine. Si dice che f : X —
K ¢ wun polinomio di secondo grado su X se soddisfa una delle condizioni
enunciate nel corollario precedente.

Siano (X, X, —) uno spazio affine, f un polinomio di secondo grado su
X, P = (b1,...,bn, Poy1) un riferimento affine di X (cioe (by,...,b,) € una
base di X e P,;; € X). Se (V,a) & un’estensione vettoriale di X mediante
J: X — {a=1}allora J(P) = (J(b1),...,J(b,), J(Pay1)) & un riferimento
affine di {« = 1}, e quindi abbiamo gia spiegato che cos’e la matrice del
polinomio di secondo grado f o J~! rispetto a J(P); la stessa matrice viene
detta anche matrice di f rispetto a P.

La sua utilita ¢ la medesima descritta nell’equazione 4.1, infatti le coor-
dinate di P € X rispetto a P sono esattamente quelle di J(P) rispetto a
J(P).

Infine se ¢ € Aff(X) e f € un polinomio di secondo grado su X allora
fo¢ e un polinomio di secondo grado su X. Infatti se (V, ) & un’estensione
vettoriale di X mediante J : X — {a = 1} allora

fopoJ t=fo(Jtod)ogpo ' =(foJ No(JogpoJ )

e si vince usando la proposizione 24 in quanto f o J~! & un polinomio di
secondo grado su {«¢ =1} e Jo ¢ o J~! & un isomorfismo affine.
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4.2 Quadriche affini

Sia (X, X, —) uno spazio affine di dimensione n e chiamiamo P,(X) I'insieme
di tutti i polinomi di secondo grado su X. Su questo insieme possiamo far
agire (a sinistra) il gruppo moltiplicativo K*; le orbite di quest’azione sono
le quadriche affini su X; il loro insieme viene indicato con Quad(X).

Se [f] € Quad(X) possiamo definire la sua traccia mediante {[f] =0} =
{P € X tali che f(P) = 0}, la sua matrice e la sua equazione rispetto ad un
riferimento affine (che sono definite solo a meno di proporzionalita).

Disgraziatamente, e in analogia con quanto detto a proposito di quadriche
proiettive, quadriche affini diverse possono avere la stessa traccia: prendiamo
ad esempio, sullo spazio affine R? le quadriche di equazione 22 + ¢y + 1 e
2% 4 2y% + 1, che non sono proporzionali pur avendo entrambe traccia vuota.

Anche qui le cose vanno molto meglio se il campo K e algebricamente
chiuso per esempio K = C.

Teorema 5 (Nullstellensatz per quadriche affini). Se K é algebricamente
chiuso due quadriche con la stessa traccia coincidono.

Dimostrazione. Si tratta di provare quanto segue: se (V,«) & uno spazio di
Mébius e F, G € Quad (V') soddisfano

* Fia=0} # 0 # Gi{a=0},
e se a(v) =1 allora F(v) =0« G(v) =0

allora esiste A € K* tale che G = \F.
Alla luce del corollario 4 basta provare che, per ogni w € V', F(w) =0 se
e solo se G(w) = 0; questo ¢ facile se a(w) = p # 0, infatti

Fw)=0% puF(p'w) =0 < uG(p ' 'w) =0 Gw) = 0.

Supponiamo dunque che a(w) = 0 = F(w) e proviamo che G(w) = 0 (l'altra
implicazione si fa, ovviamente, scambiando i ruoli di F' e G). Supponiamo
anche che w # 0 altrimenti e troppo facile.

Sia u' € {a = 0} tale che F(u') # 0 e sia W = L(w,v), che ha dimen-
sione 2. Esaminiamo separatamente i casi dati dal rango di Fjy:

Primo caso:rgFjyy = 1, cioe esiste u € W, tale che F'(u) = 1, F'(u,w) =
0. Prendiamo a caso v' € {&w = 1}. Poniamo = —F'(v',u) e v ="+ fu €
{a =1}, in modo che F'(v,u) = 0. Distinguiamo tre sottocasi:
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o ["(v,w) = F(v) =0 = G(v) e allora, per ogni = € K, F(v + zw) =
0 =G+ 2w) = 202G (v,w) + 2*°G(w), da cui segue che G(w) = 0,
come desiderato.

o ["(v,w) = 0 ma F(v) # 0 # G(v) e allora, per ogni z € K, 0 #
F(v+ zw) e quindi 0 # G(v + 2w) = G(v) + 202G (v, w) + 22°G(w), da
cui segue di nuovo che G(w) = 0.

—-F
e F'(v,w) # 0; ponendo v = v + Wv(,vt)u)

F'(v",u) = F(v") = 0. Dunque, per ogni z,y € K avremo che

w € {a = 1} avremo che

FO"+au+yw) =0 22+ 2F'(v", w)y = 0 e, in particolare, per ogni
r €K,

22
2Fl(,Ul/’ w) w) =

G(w) A G'(u,w) 2+ (Glu) — G, w)

4F (v w)? F(v" w) F" w)
quindi questo polinomio ha infinite soluzioni ed e il polinomio nullo, in
particolare G(w) = 0.

0=GW" +zu—

) + 2G (v, u)x;

Secondo caso:rgFy = 2, cioe esiste u € W tale che F'(u) = 0, F'(w,u)
1. Prendiamo a caso v' € {o = 1}. Poniamo = —F'(V',u), v = —F'(v',w)
ev =1+ pw+vyu € {a =1}, cosi avremo che F'(v,w) = F'(v,u) = 0 e,
per ogni z € K, F(v + zw) = F(v); distinguiamo due sottocasi

e FF(v) = 0 = G(v) e allora, per ogni x € K, 0 = F(v + zw) =
Gv + zw) = 22G' (v, w) + 2°G(w), da cui segue che G(w) = 0, come
desiderato.

e F(v) # 0 # G(v) e allora, per ogni = € K, 0 # F(v+ zw) e quindi
0 # G(v+ 2w) = G(v) + 22G' (v, w) + 22°G(w), da cui segue di nuovo
che G(w) = 0.

La dimostrazione ¢ conclusa. O
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4.3 1l problema della classificazione
delle quadriche affini

Sia (X, X, —) uno spazio affine; sull'insieme Quad(X) possiamo far agire, a
destra, il gruppo Aff(X) mandando la coppia ([f], ¢) in [f o ¢]; classificare le
quadriche affini significa trovare un rappresentante per ogni orbita.

Alla luce della definizione di Py(X) e di Quad(X) bastera classificare le
quadriche affini sul sottospazio affine {« = 1} di uno spazio di Mébius (V, «);
avremo dunque che [f], [¢] € Quad({a = 1}) sono equivalenti se e solo se
esiste un isomorfismo affine ¢ : {a = 1} — {a =1} e A € K* tali che fo¢ =
Ag. Se F' € Quad(V) e G € Quad(V) sono tali che Fiia—0y # 0 # G|{a=0}
Fiia=1y = f € Gj{a=1} = g, avremo che [f] e [g] sono equivalenti se e solo se
esiste un isomorfismo baricentrico ' € GL(V) e A € K* tali che F o T = \G,
da cui segue in particolare che Fiiq—o} © Tj{a=0} = (F 0 T)j{a=0} = AG|{a=0}

Alternativamente (confrontare la proposizione 22) avremo che [f] e [g]
sono equivalenti se e solo se esistono due riferimenti affini B e C di {a =1}
tali che le matrici di f rispetto a B e di g rispetto a C sono proporzionali.

E indispensabile concentrarsi sulla differenza tra la classificazione delle
quadriche proiettive e di quelle affini: nel primo caso il problema e il se-
guente: dato uno spazio vettoriale V' e due forme quadratiche non nulle
F,G € Quad(V) possiamo trovare ' € GL(V) e A € K* tali che FoT = \G?
(O, nell’altra versione, se B & una base di V', possiamo trovare una base C di
V' in modo che Mg(F') e M¢(G) siano proporzionali?). Questo problema ¢
stato risolto nel capitolo precedente nel caso K =R o C.

Nel caso affine il problema ¢ il seguente: dato uno spazio di Mobius (V) «)
e due forme quadratiche F,G € Quad(V) tali che Fjia=oy # 0 # G|{a=0},
possiamo trovare T' € GL(V'), baricentrico e A € K* tali che FFo T = \G?
(O, nell’altra versione, se B ¢ un riferimento affine di {a = 1}, possiamo
trovare un riferimento affine C di {a = 1} in modo che Mp(F) e Mc(G)
siano proporzionali?).

Un utile strumento ¢ dato dalla seguente

Proposizione 25. Se due forme quadratiche F,G su uno spazio di Mobius
(V, ) danno quadriche affini equivalenti sul sottospazio affine {a = 1} allora

rg(F) =1g(G) e rg(Fla=0y) = 18(G|{a=0})-

Dimostrazione. L’ipotesi dice che esiste un isomorfismo baricentrico T° €
GL(V) tale che F o T = AG con A € K*. Osserviamo che v € KerF o T <
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Yw € V,0 = T*(F')(v,w) = F'(T(v),T(w)), ma, siccome T & suriettiva
questo avviene se e solo se, per ogni w’ € V, F'(T'(v),w’) = 0 cioe se e solo
se T'(v) € KerF, cioe T'(KerF' o T') = KerF', in particolare, siccome 7' & un
isomorfismo, dim KerF' = dim KerF o T e allora

rg(G) =n+1—dimKer(G) =n+1—dimKerA\G =n+1—dimKerFoT =

n+1—dim7T(KerF) =n+1—dimKerF = rg(F).

D’altra parte Tjja=0y € GL({av = 0}) e quindi, per esattamente lo stesso
motivo, avremo che 1g(Fifa—0}) = 18(G|a=0})- O

4.4 Classificazione delle quadriche affini com-
plesse

Prendiamo ora K = C, poniamo dimV = n 4+ 1, fissiamo un riferimento
affine B e consideriamo, per ogni r = 1,...,n la quadrica di tipo I(r) la cui
equazione rispetto a B e

I(r) fo =0, (4.2)

la quadrica di tipo I1(r) la cui equazione rispetto a B &

II(r) ) a?+1=0 (4.3)
i=1
eperognir=1,...,n—1laquadrica di tipo I11(r) la cui equazione rispetto

alBe .
II(r) ) a?+22,=0 (4.4)
i=1

Proposizione 26. Le quadriche affini che compaiono nell’elenco sono, a due
a due, non equivalenti.

Dimostrazione. La tabella

| Tipo [rg(F) | rg(Fifo=o}) |

I(r) r r
II(r) | r+1 r
ITI(r) | r+2 r

42



esprime rg(F) e rg(Fjfa=0y) per le quadriche comprese nell’elenco e constata
che sono tutti diversi. La conclusione segue dalla proposizione 25. O]

Teorema 6 (Classificazione delle quadriche affini complesse). Ogni
quadrica affine complessa & equivalente ad una (ed una sola) di quelle che
compaiono nell’elenco.

Dimostrazione. Sia (V,«) uno spazio di Mobius complesso di dimensione
n+1e F € Quad(V) tale che r = 1g(Fjja=0}) > 1; possiamo trovare una
base (by,...,b,) di {a =0} tale che

0 se i#j
F(bj,bj)=¢ 1 se 1<i=j<r
0 se r+1<i=35<n.

Prendiamo ¢,,; € {a = 1} a totale casaccio, ma poi definiamo b, ; =
Cnt1— iy F(Cng1, b;)b; € cosi si ottiene che b, € {a =1} e F(b;, bps1) =0
pert=1,... 7.

A questo punto si possono presentare tre situazioni

e Perognii=r+1,...,n, F(b,by,r1) =0e F(byi1,bps1) = 0, e allora
I'equazione di Fj(a=1y rispetto al riferimento affine (by,...,bp41) € del
tipo I(r). Benissimo.

e Perognii=r+1,...,n, F(bj,b,11) =0mac= F(byi1,bys1) # 0; in

questo caso prendiamo d € C tale che d> = ce, perognii =1,...,n,
prendiamo ¢; = db;; in questo modo 'equazione di ¢ !F rispetto al
riferimento affine (cq, ..., ¢y, bpy1) € del tipo I1(r).

e Esistei € {r+1,...,n} tale che F(b;, b,+1) # 0; in questo caso, riordi-
nando se necessario (b,,1,...,by,), possiamo supporre che F(b,,, b,1) #
0 ed e necessario un altro po’ di lavoro.

Nel sottospazio vettoriale KerFjro—oy = L(by41,-..,b,) <{a = 0} prendiamo
1 vettori

F(b;,bnir) |
by — — L " h, se j=r+1,...,n—1
Cj = ! {(bn7bn+1) J
S se j=n.
F(bns bur1) /

43



Si controlla facilmente che (¢,y1,...,¢,) sono linearmente indipendenti, e
quindi una base per KerFjo—p}, inoltre avremo anche che F(c;, b,11) = 0 per
j=r+1,....,n—1eche F(cy,bys1) = 1.

F(bn+17 bn+1>

Infine prendiamo ¢, 11 = b1 — ¢, e constatiamo facilmente

che I'equazione di Fj{4—1} rispetto al riferimento affine (b1, ..., by, ¢;1, ..., Cog1)
e del tipo I1I(r), concludendo la dimostrazione O

Le classi d’equivalenza delle quadriche affini su uno spazio affine di di-
mensione n sono dunque in numero di 3n — 1.

4.5 Classificazione delle quadriche affini reali

Prendiamo ora K = R, poniamo dim V' = n+1, fissiamo un riferimento affine
B e consideriamo, per ogni r,s = 0,...,ntaliche s <rel <r+s<nla
quadrica di tipo I(r,s) la cui equazione rispetto a B e

T r+s
I(r,s) Zx? — Z z? = 0. (4.5)
i=1 i=r+1
Per ogni r,s = 0,...,n tali che 1 < r 4+ s < n consideriamo la quadrica di

tipo I1(r,s) la cui equazione rispetto a B &

r r+s
I1(r,s) Zazf— Z i +1=0. (4.6)
i=1 i=r+1
Infine, per ognir,s =0,...,n tali che s <rel <r+s < n—1, consideriamo

la quadrica di tipo I11(r,s) la cui equazione rispetto a B ¢

r r+s
I1I(r,s) fo— Z x3 4+ 2z, =0 (4.7)
i=1 i=r+1

Proposizione 27. Le quadriche affini che compaiono nell’elenco sono, a due
a due, non equivalenti.

Dimostrazione. La tabella

| Tipo | sgn(F) | sgn(Fjaoy) |
I(r,s) (r,5) (r,s)
II(r,s) | (r+1,s) (r,s)
ITI(r,s) | (r+1,5s+1) (r,s)
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esprime sgn(F') e sgn(Fj(a=o}) per tutte le quadriche comprese nell’elenco. La
bn-l—l + bn> -1
V2

terza eventualita non & del tutto ovvia e si giustifica cosi: F'(

mentre F(—anrl _ bn) = —1.

In particolare la tabella ci fornisce anche rg(F) e rg(Fjfa=o}). Questa
volta la proposizione 25 ¢ strumento troppo grossolano per i nostri sco-
pi: ci permette solo di concludere che quadriche di tipo diverso non sono
equivalenti.

Ma possiamo raffinare la proposizione: supponiamo che F, G € Quad(V)
producano, sul sottospazio affine {aw = 1} quadriche affini equivalenti, cioe
esiste un isomorfismo baricentrico T € GL(V) tale che F o T = AG con
A € K*. Affermo che, se la segnatura di F' & (r, s) allora la segnatura di G &
(r,s) oppure (s,r).

Infatti dire che la segnatura di F'oT & (r, s) significa che esiste una base
C1, ..., Cny1 tale che

0 se i#]

1 se 1<i1=353<r

-1 se r+1<i=753<r+s

0 se r+s+1<i1=7<n+1

T*F'(ci,cj) = F'(T(¢;), T(¢j)) =

Ma allora la segnatura di F' (rispetto alla base (T'(c1),...,T(cys1)) € anche
(r,s).

D’altra parte Tjja—0y € GL({av = 0}) e quindi, per esattamente lo stesso
motivo, avremo che sgn(Fifa—0y) = sgn(F o Tifa—0})-

Se sgn(F') = (r, s) avremo quindi

sgn(G) = (r,s) se A>0
sgn(G) = (s,7) se A <0

Se la segnatura di Fjja—o ¢ (7', s') allora

sgn(Gla=0y)) = (1,8") se A>0
sgn(Glfa=0y)) = (5',7") se A <0

Se I, G sono due quadriche equivalenti del tipo I o del tipo I1I, che
verificano sgn(Fjja=oy) = (7,5) e sgn(Gfa=0}) = (p,q) allora abbiamo solo
due possibilita: (r,s) = (p,q) oppure (r,s) = (q,p), ma le limitazioni s < r
e g <pperitipi I e Il mostrano si verifica sempre la prima eventualita.
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Supponiamo infine che F, G sono due quadriche equivalenti del tipo 7,
sgn(Flia=0y) = (r,5) e sgn(Gjra=0y) = (p,q) allora abbiamo solo due pos-
sibilita: (r,s) = (p,q) oppure (r,s) = (g,p); nel primo caso siamo a po-
sto, nel secondo avremo che sgn(F) = (r +1,s) = (¢ + 1,p), ma anche
sgn(G) = (p+1,¢q) e quindi (r+1,s) = (p+1, q), e anche cosi va tutto bene,
oppure (¢+ 1,p) = (r+1,s) = (¢,p+ 1) che ¢ palesemente impossibile. [

Teorema 7 (Classificazione delle quadriche affini reali). Ogni quadrica affine
reale ¢ equivalente ad una (ed una sola) di quelle che compaiono nell’elenco.

Dimostrazione. La dimostrazione, pur molto simile a quella del teorema 6,
presenta qualche sottigliezza in piu e quindi la riporteremo per intero.

Sia (V, «) uno spazio di Mébius reale di dimensione n+1 e F' € Quad(V)
tale che (r,s) = sgn(Fjfa=0y), con 1 < r + s < n; possiamo trovare una base
(by,...,b,) di {o= 0} tale che

0 se i#]
1 se 1<i=35<r

F(bi’bj): -1 se r+1<i=753<r+s
0 se r+s+1<i=j<n
Prendiamo ¢,.; € {a = 1} a totale casaccio, ma poi definiamo b,,; =

F n abi N .
cnﬂ—zgf ]Eﬁc(b;lb))bl e cosi si ottiene che b, 11 € {a =1} e F(b;,b,41) =0

peri=1,...,r+s.
A questo punto si possono presentare tre situazioni

e Perognii =r+s+1,....,n, F(b,b,r1) = 0e F(byi1,bns1) = 0;
nel caso in cui s < r l'equazione di Fj,—1y rispetto al riferimento af-
fine (b1,...,bn41) € del tipo I(r, s); altrimenti 'equazione di —Fjfo—1y
rispetto al riferimento affine (by,...,b,41) € del tipo I(s,r).

e Perognii=r+s+1,....,n, F(bj,byr1) =0mac= F(byi1,b41) #0;
se ¢ = F(byy1,b,11) > 0 prendiamo d € R tale che d* = ¢ e, per ogni
i = 1,...,n, prendiamo ¢; = db;; in questo modo 'equazione di ¢~ F
rispetto al riferimento affine (¢1, ..., ¢y, byy1) € del tipo II(r, s).

Se invece ¢ = F(bpy1,bnr1) < 0 prendiamo d € R tale che d> = —c e,
perognii = 1,...,n, prendiamo ¢; = db;; in questo modo I’equazione di
—c ' F rispetto al riferimento affine (cy, ..., c,, bye1) € del tipo I1(s,r)
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e Esiste i € {r +s+1,...,n} tale che F(b;,b,+1) # 0; in questo ca-
so, cambiando, se necessario F' con —F', possiamo supporre s < r
e, riordinando, se necessario, (byis11,-..,b,), possiamo supporre che
F(by,bni1) # 0 e ci vuole un altro po’ di lavoro.

Nel sottospazio vettoriale Ker Fifo—oy = L(by45+41, - - ., bn){a = 0} prendiamo
1 vettori

F(bj,bpi1) .
b — — 2" ph, se i=r+s+1,...,n—1
C: = ’ F(bna bn+1)
j b, ‘
—_ se j=mn.
F(bn7 bn+1)
Si controlla facilmente che (¢,1411,...,¢,) sono linearmente indipendenti, e

quindi una base per KerFj,—o}, inoltre avremo anche che F(c;, bp1) = 0 per
j=r+s+1,....,n—1eche Fcy,bys1) = 1.
F(bn—‘rl’ bn—H)

Infine prendiamo ¢, 11 = b1 — ¢, € constatiamo facilmente

che 'equazione di Fj,—1} rispetto al riferimento affine (b1, ..., by, crq1, ..., Cog1)
e del tipo I111(r, s), concludendo la dimostrazione. ]

La lettrice che desideri contare le classi d’equivalenza delle quadriche su
uno spazio affine di dimensione n, trovera dapprima conveniente trattare
separatamente i casi n pari o n dispari, ma poi, miracolosamente, trovera
che il numero cercato & sempre n? + 3n — 1.

Osserviamo che il tipo di quadrica affine puo essere determinato senza
trovare esplicitamente il riferimento affine che produce una delle equazioni
canoniche: basta calcolare la segnatura di I e quella di Fj;o—gy.

4.6 (Quadriche affini reali in dimensione 2 e 3

Applichiamo i risultati della sezione precedente al caso n = 2, ed allora le
quadriche affini si chiamano coniche affini; i tipi possibili sono:

e [(1,0) con equazione 2% = 0 e traccia bz + L(b), una retta.

e I(1,1) con equazione 2> —y? = 0 e traccia by + L (b +ba) Ubg+ L (b —ba),
I'unione di due rette incidenti.

e 1(2,0), con equazione 2% + y? = 0 e traccia {bs}.
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II(1,0) con equazione 2 + 1 = 0 e traccia vuota.

I1(0,1) con equazione —z%+1 = 0 e traccia bg+b;+L (b2 )Ubs—by+L(bs),
I'unione di due rette parallele.

I1(2,0) con equazione 22 + y* + 1 e traccia vuota.

II(1,1) con equazione z* — y*> + 1 = 0 e traccia che viene chiamata
wperbole.

I1(0,2) con equazione —z? — y* + 1 = 0 e traccia che viene chiamata
ellisse.

IT1(1,0) con equazione z* + 2y = 0 e traccia che si chiama parabola.

Con n = 3 i possibili tipi sono:

I(1,0) con equazione 2> = 0 e traccia costituita dal piano affine by +

L(ba, bs).

I(2,0) con equazione x* + y? = 0 e traccia costituita dalla retta affine
by + L(b3).

I(1,1) con equazione 2% — y? = ( e traccia costituita dall'unione dei
piani affini b4 + ,C(bl + bg, bg) e b4 + L(bl - bz, bg)

I(3,0) con equazione z* + y* + z* = 0 e traccia costituita dal punto
affine by.

I(2,1) con equazione z* + y* — 22 = 0, la cui traccia viene chiamata
cono.

II(1,0) con equazione z? + 1 = 0 e traccia vuota.

)
I1(0,1) con equazione —x? + 1 = 0 e traccia by + by + L(ba, b3) U by —
by + L(bs, b3), I'unione di due piani paralleli .
)

I1(2,0) con equazione x? 4+ y* + 1 = 0 e traccia vuota.

II(1,1) con equazione x? — y? + 1 = 0 e traccia che si chiama cilindro
wperbolico.
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I1(0,2) con equazione —z* —y*+1 = 0 e traccia che si chiama cilindro
ellittico.

I1(3,0) con equazione z? 4+ y* + 2% + 1 = ( e traccia vuota.

I1(2,1) con equazione 2% +y* — 22 +1 = 0 e traccia che viene chiamata
wperboloide a due falde.

I1(1,2) con equazione 2% —y? — 22 +1 = ( e traccia che viene chiamata
iperboloide a una falda.

I1(0,3) con equazione —x? —y*—22+1 = 0 e traccia che viene chiamata
ellissoide.

ITI(1,0) con equazione 22+2z = 0 e traccia che viene chiamata cilindro
parabolico.

I11(2,0) con equazione z* + y* + 2z = 0 e traccia che viene chiamata
paraboloide ellittico.

ITI(1,1) con equazione 2> — y* + 2z = 0 e traccia che viene chiamata
paraboloide iperbolico o sella.
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